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MEMOIRE 

SUR LA 

RESOLUTION DES EQUATIONS TNDETERMINEES 

DU PREMIER DEGRfi EN NOMBRES ENTIERS. 


Supposons qu’il s’agisse de r6soudre, en nombres entiers, une 
Equation ind^itermin^e du premier degre a plusieurs inconnues. Si 
ces inconnues se reduisent k deux 


ar, y, 

r^quation ind6termin4e sera de la forme 

(1) aj:-+-by=k, 

a, b, i designant trois quantites entieres, et ne pourra fitre resolue que 
dans le cas oil le plus grand commun diviseur de a et de A divisera k. 
Mais alors on pourra diviser les deux membres de r6quation(i) par ce 
plus grand commun diviseur; et comme on pourra, en outre, si a est 
n6gatif, changer les signes de tons les termes, il est clair que I’equa- 
tion (i) pourra 6tre reduite a la forme 

( 2 ) nix -^.ny = :hl. 
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10 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES 

I, m, n designant trois nombres entiers, et /«, n etant premiers enire 

eux. 

Observons maintenant que Tequation ( 2 ) coincide avec Tequivalence 


ma:^±: 1 

(mod. w) 

OU 


(3) • ZI7 = ± — 

^ * m 

(mod. «), 

et qii’en vertu de la formule 


m m 

(mod- /i), 


la resolution de I’equivalence (3) peut 4tre reduite a celle de la sui- 
vante 

(4) ^ = i (mod.n). 

D’autre part, si n est un notnbre premier, on aura, d’apres un thc*o- 
reme connu de Fermat, 

(5) (mod./j); 
par consequent 

— SOT'*-* (niotl.w). 

m 

Done alors m’*"* sera une des valeurs de x propres a verifier I’equiva- 
lence (4), de sorte qu’on resoudra cette equivalence en posant 

(6) (mod. n). 

Telle est la conclusion trbs simple a laquelle M. Libri et M. Binet sont 
parvenus pour le cas oil le module n est un nombre premier. Pour 
6tendre cette meme solution a tous Ics cas possibles, il suffirait dc 
substituer au theor^me de Fermat le th6orbme d’Euler suivant Icquel, 
n etant un module quelconque et /» un entier premier k n, on aura 
g^n^ralement 


(7) 


(mod. /i), 
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si I’exposant N renferme autant d’unites qu’il y a de nombres entiers 
inferieurs knet premiers a/i (*). En effet, I’equation (7) etantadmise, 
on en conclura 

(mod.«), 

et, par consequent, 

sera rune des valeurs de x propres a verifier I’equivalence (4)» de 
sorte qu’on resoudra cette Equivalence cn prenant 

( 8 ) ^ f 

L’equivalence (4), etant resolue comme on vient cle le dire, entrai- 
nera la resolution de Tequivalence (3) qui coincide avec Tequation (2), 
et, par suite, la resolution de Tequation (i), dans le cas oti le plus 
grand commun diviseur de aet deb divisera On resoudra, en parti- 
culier, TEquivalence (3) en prenant 

(9) ^ = (mod./i). 


(*) M, Poinsot nous a dit avoir remis autrefois a M. Legendre une Note manuserite 
dans laquelle il avail ainsi eiendu h des modules quelconques la solution presentee par 
M. BineL, el relative au cas ou // est un nombre premier. Dans cette meme Note, 
M. Poinsot donnait du theorems d’Euler la demonstration suivante, analogue a celle qui, 
dans le Mdmoire de M. Binet, se trouve appliques au theorems de Fermat : 

Soient 

1 , 5 , Cf ... 

la suite des entiers inferieurs k n, mais premiers ^ n; N le nombre de ces entiers et m 
Tun quelconque d’cntre eux. La suite 

* /w, am, bni, cm^ . . . 

se composera encore de termes, premiers k n, mais qui, divises par /z, donneront des 
restes diffdrents. Done cheque terme de la seconde suite sera equivalent, suivant le 
module /z, k un seul terms do la premiere, et Ton aura 

i.a,b*c, ,.^m,am.btn,cm.. i .a,b.c, . (mod. n) 

ou, ce qui revient au m6me, 

i.a.b,c,.. ( 772 ^— i) = o (mod. n), 

puis on en conclura 

— 1=0 ou 771 ^ SI (mod.//) 
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En resume, on pourra 6noncer la proposition suivante : 

Tn^ORiME I. — a,b,k designant trois guantites entieres, on pourra 
risoudre en nombres entiers Viqvuilion indetermmee 

(1) ax-hby — k, 

si le plus grand commun diviseur de a et deb dmse k. 

Supposons d’ailleurs qu’en divisant a, b, k par ce plus grand eom- 
mun diviseur, et changeant s’il est necessaire les signes de tous Ics 
tcrmes de I’equation ainsi obtenue, on la r^duise a la suivante 

(2) mx±ny = ±l, 
ou, ce qui revient au meme, a I’equivalence 

(3) ar = ±^ (mod./t)> 

I, m, n designant trois nombres entiers, et m, n 6tant premiers cntre 
eux. Pour verifier I’equivalence (3), il suffira de poser 

(mod. n), 

N d6signantle nombre des entiers inf6rieurs a n, mais premiers k n. 
GoroUaire /. — L’ Equation indetermin6e 

ax +by=k 

est toujours resoluble en nombres entiers, non seulement lorsquc les 
coefficients a, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais 
aussi lorsque la valeur numerique du terme tout connu k est 6gale au 
plus grand commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand 
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux 
quantit6s entieres a, h peut toujours etre pr6sente sous la forme 

ax by, 

X, y designant encore des quantit^s enfiferes. 
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Corollaire II. — l,m,n designant trois nombres entiers, et m. n etant 
premiers entre eux, on pent toujourssatisfaire, pardes valeurs entieres 
de ce,y, k I’equation 

mx — nyz=z± L 

( 

D’ailleurs les diverses valeurs de x propres k verifier cette equation, 
ou, ce qui revient au meme, I’^quivalence. 

j: = ±— (mod. «), 
m ' 

sont toutes equivalentes entre elles suivantce module n', en sorte que. 
Tune d’elles etant designee par on aura generalement 

z designant une quantite positive ou negative. 

On dMuit aisement du premier th6oreme celui que nous allons 
enoncer. 

TH(;oRkME II. — Soient 

n=n,/i, 

un module decomposable en deux facteurs n,, n„, premiers entre eux; 
r I’ un quelconque des entiers inferieurs a n, mais premiers an-, et 

r,, r, 

les restes qu’on obtient, quand on divise r par le premier ou le second des 
deux facteurs 

^ I't 

Non seidement a chaque valeur de r correspondra un seal systime de 
valeurs der,,r^, maisreciproquement a chaque sysidme de valeurs der,, 
correspondra une seule valeur de r. 

Ddmonstration. — D’abord r^, 6tantle reste de la division de r par n,, 
sera completement determine quand on connaitra r, et Ton pourra en 
dire autant de r„. De plus, a deux valeurs dx>nnees de 
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correspondra une valeur de r qui devra etre de chacune des formes 

X, y designant deux quanlit^s entieres. Or les deux Equations 
r—r,-\-n,x^ r-r,-\-n,y 

entraineront la formule 

r,-^ n,x — r„-\- n,y^ 

ou 

et les valeurs de x, propres k verifier celte formule, seront de la forme 

^ + «^- 5 > 

? designant Tune quelconque de ces memes valeurs et s une quantity 
entiere positive ou negative, Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 

I ’Equation 

r = TyH- n^x 

don n era 

/• = A-)- 

OU, ce qui revient au meme, 

r—^ + nz. 

Or, puisque les diverses valeurs de rque determinerait cette demise 
Equation, si la quantity entifere s restait arbitraire, sont 6quivalentes 
entre elles suivant le module n, il est clair qu’une seule sera positive 
et inferieure a n. Done a des valeurs donnecs de r„ correspondra 
une seule valeur de r, positive et inferieure a n. Si Ton 6tend le theo- 
reme H au cas ou letmodule n est decomposable en plus, de deux fac- 
teurs, on obtiendra la proposition suivante : 

Theor«me hi. — Soient : 

n = n,n^n„ .. 

un module decomposable en.plusieurs facteurs 


n 
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qui soient tous premiers entre eux; r I'un quelconque des entiers infe- 
rieurs an; et 

^ ^ y//* 

les restes quon obtient quand on divise r par Van des facteurs 

Up .... 

Non seulement d chaque valeur de r correspondra un seal systime de. 
valeurs de /•,, ; mais reciproquement, d chaque systime de 

valeurs de r,, r„, r„, ... correspondra une seule valeur de r. 

Demonstration. — En raisonnant comme dans le cas oB les facteurs 
. . . se reduisent a deux, on prouvera d’abord qu’a chaque valeur 
de r repond un seul systeine de valeurs de r , r^, — Soit 

d’ailleurs 

le produit des facteurs de n diff^rents de n„ en sorte qu’on ait 

f " 

« = - = «/«*•••. 

et nommonsr le reste de la division derparn'. En vertu du theoreme I, 
si les facteurs n„ n,„ n^ se reduisent a trois, on verra correspondre une 
seule valeur de r' a chaque systeuie de valeurs de r„, r^, et une seule 
valeur de r k chaque systeme de valeurs de par consequent a 
chaque systeme de valeurs de r,, r„, r^. Ainsi Ton passe facilement du 
cas oh le no mb re des facteurs de n est 2 , au cas oil ce nombre devient 
6gal k 3. On passera de la meme maniere du cas oh il existe trois fac- 
teurs de n premiers entre eux, au cas oil il en existe quatre, et ainsi 
de suite. Done le theoreme 111 est generalement exact, quel que soit 
le nombre des facteurs premiers dc n. 


Corollaire. — Le module 
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6tant decomposable en facteurs 

/lyj /l^, S 

qui soient premiers entre eux, nommons toujours 

r. Tun quelconque des entiers inf6rieurs a n, mais premiers k n; 
r^, Tun quelconque des entiers inf6rieurs a n,, mais premiers a 
r^,, Tun quelconque des entiers inferieurs k n,„ mais premiers a n^,; 
etc. ; 

et soient en outre : 

N, le nombre des valeurs de r; 

N,, le nombre des valeurs de r,; 

N,„ le nombre des valeurs do r^,; 
etc. 

Les systbmes de valeurs qu’on pourra former encombinant une valour 
de avec une valeur de r^, avec une valeur de r,„, . . . seront evidem- 
ment en nombre egal au produit 

Done, puisqu’a chapun des systemes correspond une seule valeur de r, 
et reciproquement, on aura 

N = N,N,N„.... 

11 sera facile maintenant de resoudre la question que nous allons 
6noncer. 

PaoBLfeME I. — Diterminer le nombre N des entiers inferieurs a un 
module donne n et premiers d ce module. 

Solution. — Pour r6soudre ais6ment ce probleme, il sera bon de 
consid6rer successivement les divers cas qui peuvent se presenter, 
suivant que le module n est un nombre premier, ou une puissance 
d’un nombre premier, ou un nombre compose quelconque. 
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Or : 1 ° si le module n est un nombre premier, alors les entiers 

2 , 3, . • . 5 n, — I , 

non sup6rieurs au module n, 6tant tous, k I’exception de n, premiers 
a ce module, on aura 6videmment 

(lo) N = n- 1 . 

Alors aussi, la solution que fournira le theoreme I pour une equation 
indeterminee ne diflferera pas de la solution donnee par M. Libri et 
par M. Binet. 

2 ® Si le module 

« = V® 

se reduit k une certaine puissance d’un nombre premier v, alors parmi' 
les entiers 

I, 2, 3, n — I, n, 

dont le nombre est n, les uns, divisibles par v, seront le produit de v 
par les entiers 

1 

I, 2, 3, ... 5 ~ > 

dont le nombre est les autres, premiers k v, ou, ce qui revient au 
meme, k n, seront evidemment en nombre 6gal k la difference 

n 

n =n 

V 

On aura done 

(n) N = n^i — =v®^*(v — i). 

3® Si le module n est un nombre entier quelconque, on pourra tou- 
jours le decomposer en facteurs dont chacun se reduise a un nombre 
premier ou k une puissance d’an nombre premier. Nommons 

• 

ces rnkmes facteurs, en sorte qu’on ait 
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et 

= «^ = v° 

■''/I ■'•//' • • ' designant des nombres premiers distincts les uns des 
autres. Representons d’ailleurs 

par N, le nombre des entiers inf6rieurs et premiers b n/, 
par N,, le nombre des entiers inf6rieurs et premiers b n„’, 
par N,„ le nombre des entiers inf6rieurs et premiers b 
etc. 


Le corollaire du th6orbme III donnera 
(la) N = N,N,N,..., 

puis on en conclura, eu egard b la formule (ii), 


(i3) 




ou, ce qui revient au m^me, 

(i4) N = vr‘ vJ-‘ V'-' — i)(v^— i)(v^— i). ... 


CoroUaire. — Lorsque le module n se reduit au nombre 2, ou plus 
gen6ralement a une puissance 2“ de ce meme nombre, la valeur de N, 
en vertu de la formule (10) ou (n), se reduit a I’unite ou plus g6nera- 
lement b 2^“' , en sorte qu’on a 

N = 2 «-‘=- 71 . 

2 

Revenons maintenant au th^orbme I. On peut evidemment, dans ce 
th6orbme et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N des 
entiers inf6rieurs au module n, mais premiers b n, par Tune quel- 
conque des valeurs de i pour lesquelles se v^rifie I’^quivalence 

(i5) m‘ = i (mod.n). 

Or parmi ces valeurs il en existe une, inftrieure b toutes les autres, et 
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qui pour ce motif doit 6tre employee de preference. D’ailleurs cette 
valeur particuliere de i jouit de proprietes remarquables qui peuvent 
servir ^ la faire reconnaitre et calculer. Entrons a ce sujet dans quelques 
details. 

Les nombres entiersm, n etant supposes premiers entre eux, I’unite 
sera certainement, dans la progression geometrique 

I , /72, w®, , 

le premier terme qui se trouve equivalent, selon le module n, k Tun 
des termes suivants. En effet, une equivalence de la forme 

m^= (mod. «), 

dans laquelle I et i seraient entiers et positifs, entrainera necessaire- 
menlt une autre equivalence de la forme 

i = m^ (mod. /i), 

dans laquelle le terme m‘ de la progression se trouverait remplace par 
I’unite. Ajoutons que, si represente la moins61evee des puissances 
entieres et positives de m, equivalentes a I’unite suivant le module n, 
les restes qu’on obtiendra en divisant par n les termes de la progression 

t. m, 771*, 7W®, ... 

formeront une suite periodique, dans laquelle les i premiers termes 
seront differents les uns des autres. Representons par 

I, m', m’, 

ces premiers termes. Gomme, dans la progression dont il s’agit, deux 
termes seront equivalents entre eux suivant le module n quand ils 
repondront k des exposants de la base m Equivalents entre eux suivant 
le module i, on aura evidemment 

m', 
m , 

• • ? 


w® = m} = = . . . = 




(i6) 


(mod. n). 
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L’exposant de la puissance a laquelle il faut elever la base m pour 
obtenir un nombre equivalent suivant le module n k un reste donne, 
est ce qu’on nomme Vindice de ce nombre ou de ce reste. Cela pos6, 
il est clair que, dans les formulas (i6), les indices correspondants au 
reste i seront representes par les exposants 

O, J, 21, .... 

les indices correspondants au reste m' par les exposants 

1, t + 1, ai-H I, . . ., 

les indices correspondants au reste m" par les exposants 

2 , /-|- 2 , 2 /- i - 2 , ••■1 

% 

etc., enfin les indices correspondants au reste par les exposants 
i — 1 , 2 £ — 1 , 3 £ — " I , .... 

Done, puisque les restes 

I, /n', m", 

seront tous in^gaux entre eux, les seuls indices positifs de I’unite 
seront les divers multiples de i; et le plus petit de ces indices ou le 
nombre i montrera combien la suite periodique des restes, indedniment 
prolongke, renferme de restes differents. L’etendue de la pkriode 
formee avec ces restes 

I, m', m\ ..., 

se trouvera done indiqu6e par le plus petit des indices de I’unite, 
auquel nous donnerons, pour cette raison, le nom H'indicateur. Cela 
pos6, on pourra evidemment enoncer la proposition suivante : 

Th^:or!:mb IV. — m, n ddsignant deux nombres entiers, et m itant 
premier a n, ks seules puissances entiires et positives de m qui seront 
dquivakntes a I’unitd suivant le modvtie n, seront celles qui offriront pour 
exposants I’indicateur i correspqndant a la base m et ses divers multiples. 
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On deduit immediatement du th6or^me IV celui que nous allons 
enoncer. 

Th^ori^e V. — Si le module n est decomposable en divers facteurs 
n,„ . ..,en sorte qu'on ait 

n = n,n„..., 

et SI, la base m dtaju un nombre premier a n, on nomme 

Ip Iff, ... 

les indicateurs correspondctiU aux modules 

Up rijp . . . , 

I’indicateur i, correspondant au module n, sera le plus petit norrdtreentier 
qui soit divisible par chacun des indicateurs i,, i^,, .... 

Demonstration. — En effet, I’indicateur i correspondant au module n 
sera la plus petite des valeurs de i pour lesquelles se v^rifiera la for- 
mula 

(mod. «). 

D’ailleurs, n 4tant egal auproduit des facteurs n„ n,„ . . . , cette formule 
entrainera les suiyantes : 

nd=i (mod. n,), m*=i (mod. «,), .... 

Done, en vertu du theoreme precedent, i devra §tre a la fois un des 
multiples de i,, un des multiples de i„, . . .. Done la valeur cherch6e 
de ^ sera la plus petite de celles qui seront a la fois divisibles par i„ 
par i„ 

L’indicateur i, correspondant k un module donn6 n, varie genkrale- 
ment avec la base m, mais cette variation s’effectue suivant certaines 
lois, et I’on peut enoncer a ce sujet les propositions suivantes : 

Th^orSme VI. — Si la base m est decomposable en deux facteurs 


m,, 
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auxquels correspondent des indicaleurs 

premiers entre eiuv, dans le cos ou le nombre n est pris pour moduUt; on 
aura non seukment 

m — mj/Hji 

mais encore, en disignant par i Vindicaleur correspondant a la hose m 
et au module n, 


Demonstration. — L’indicateur irelatif a la base m verifiera la for- 
mule 

(mod. «), 

de laquelle on tirera 

et g6n6ralement, si Ton d6signe par j un multiple quelconque de i, 

(17) m}=\ (mod. /i), 

ou, ce qui revient au mfeme, 

(18) m{ml, = i (mod.n). 

D’autre part, les indicateurs*,, i,,, relatifs aux bases verifieront 
les Equivalences 

(19) = mL=i (mod. «), 

et il suffira que i, divise j pour que la premiere des formules (19) en- 
traine I’Equivalence 

ml = i (mod.n), 


par consEquent, eu Egard k la formule (18), I’Equivalence 

m/ = i (mod.n), 

qui suppose (voir le thEoreme IV) j divisible par Ainsi, de ce que le 

nombre i vErifie I’Equivalence 

£ _ * 
m*= I 


(mod. n), 
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il resulte que tout multiple de i, divisible par i,, sera en meme temps 
divisible parr,,; en sorte que divisera n6cessairement le produit tV, 
ct par suite le nombre i, si i„ i„ sent premiers entre eux. Mais alors r 
divisible par r, devra I’etre pareillement, et pour la meme raison, 
par r„. Done, si r',, r„ sont premiers entre eux, tout nombre r, propre 
verifier I’equivalence 

(mod. re), 

sera divisible par le produit r,r,„ et I’indicateur correspondant a la 
base m, ou la plus petite des valeurs de t pour lesquelles on aura 

m‘=i (mod. re), 

devra se r^duire a ce produit. 

Theor6me VII. — Soient 

*'/i 

les indicateurs correspondant d deux bases diverses 

m„ 

mais a un mime module n. Le plus grand common diviseur w des indi- 
cateurs r',, pourra itre ddcompose, souvent mime de plusieurs maniires, 
en deuxfacteurs «, v telkment choisis, que les rapports 

L, b. 

ll 0 

soient des nomhres premiers entre eux; et, si Von pose alors 

m = TO* /re', 

I’indicateur r’, relatif p la hose m, sera le plus petit nondtre entier que 
puissent diviser simukaniment les indicateurs i„ i„. 

Demonstration. — Concevons que le plus grand commun diviseur to 
de r,, r„ soit decompose en facteurs 


a, 6, y, . . . , 
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dont chacun repr6sente un nombre premier, ou une puissance d’un 
nombre premier. Deux produits 

«, V, 

form6s avec ces meme facteurs, de manifere qu’on ait 

0 ), 

fourniront pour les rapports 

L, ii 

U V 

des nombres premiers entre eux, si Ton fait concourir chaquefacteur, 
par exemple le facteur a, k la formation du produit u, quand a est 

premier a du produit v, quand a est premier a enfin du produit u 

ou du produit v indifferemment, quand a est premier a chacun des 
deux nombres 



Les deux produits u, v etant formes comme on vient de le dire, pour 
deduire le theorfeme VII du th^oreme VI, il suffit d’observer que, 

ip h 

^tant les indicateurs relatifs aux bases 


^^y/* 

les nombres entiers 

U (> 

seront les indicateurs relatifs aux bases 

m,“, ms;, 

et que, ces indicateurs 6tant premiers entre eux, la base m determin^e 
par la formula 
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devra correspondre k I’indicateur 

U V w 

Or cette dernifere valeur i sera precisement le plus petit nombre entier 
que puissent diviser simultanement les indicateurs i,, i„. 


Corollaire 1. — Pour montrer une application du th6oreme VII, con- 
sid6rons en particulier le cas od Ton aurait 


Comme 


71 = 78, 

m,=z 5 , 771 , = 29. 

5 * el 29* 


seront les puissances les moins 6lev6es des nombres 5 et 29 qui, 
divisees par le module 78, donneront pour reste I’unite, on aura neees- 
sairement 

«/=4i ft) = 2, 


et par suite 


«=I, , P = 2, 


attendu que des deux rapports 



le second seul sera premier au facteur 2 de co. Cela pose, pour obtenir 
une base m correspondant a I’indicateur 


il suffira de prendre 
et, puisque 


£ ”” — 2 2 
W ’ 


m ■=z m? = 5 . 29® ; 
5.29®= 71 = — 7 (mod. 78), 


il suffira de prendre 

m =z: 7 1 .■ 

Effectivement, 71'® est la premiere puissance de 71 qui, divis6e par 78, 
donne pour reste I’unite. 

OSuvres de C. — S. II, t. XII. 
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Corollaire 11. — Elant donnees deux bases 


m„ nij,, 

qui correspondent a deux indicateurs differents 

on peut toujours trouver une troisibme base 

m 

quicorrespondeJirindicateur irepr^senteparle plus petit des nombres 
que divisent k la fois les deux indicateurs donnes. 

Corollaire III. — Soient 


trois bases differentes, et 

^/// 

les indicateurs qui correspondent a ces trois bases, mais a un seal et 
meme module n. Si Ton nomme i' le plus petit nombre que diviseront 
simultanement i„ et i„, le plus petit nombre i que pourront diviser 
simultandment i, et i' sera en meme temps le plus petit des nombres 
divisibles par chacun des trois facteurs 

D’ailleurs, k I’aide du theorkme VII, on pourra trouver non seulement 
une base m correspondant k I’indicateur i', mais encore une base m 
correspondant a I’indicateur i. Done, ktant donnkes trois bases dilFe- 
rentes avec un seul module, on peut toujours trouver uno nouvelle 
base qui corresponds k I’indicateur reprksentk par le plus petit des 
nombres que divisent les trois indicateurs correspondants aux trois 
bases donnkes. En appliquant un raisonnement semblable au cas ok 
Ton donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra 
gknkralement la proposition suivante : 
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Theor6me VIII. — iltant donnees plusieurs bases diffirentes 

m„ 

apec un seal module n, on peat toujours trouver une nomelle base qui 
corresponde d I’indicateur reprisente par le plus petit des nombres que 
dioisent a. la fois les indicaieurs' correspondants aws bases donndes. 

Corollaire. — Si le syst^me des bases donnees 

• • * 

comprend tous les entiers inf^rieurs au module donne n et premiers a 
ce module, les indicateurs 

1 

relatifs a ces memes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre 
au module n. Cela pose, on doit conclure du theoreme VIII que tous 
les indicateurs correspondants k un module donne divisent un meme 
nombre qui coincide avec Tun de ces indicateurs. II est d’ailleurs evi- 
dent que ce dernier doit Stre le plus grand de tous les indicateurs, ou 
celui qu’on peut appeler Vindicaceur maximum. Nommons I cet indi- 
cateur maximum. En vertu de la remarque pr6c6dente et du tb6o- 
rbme IV, r6quivalence 

(20) 7 w’ = i (mod. «) 

se trouvera v6rifi6e toutes les fois que le nombre m sera premier au 
module n\ et, dans cette supposition, on resoudra en nombres entiers 
r^quation 

mx :szny~±:. /, 

en prenant 

(ai) = (mod. «). 

II nous reste k determiner, pour chaque module n, i’indicateur 
maximum I. Cette determination de I’indicateur maximum se trouve 
intimement liee k la recherche des valeurs correspondantes de labasew, 
valeurs que nous appellerons rcudnes primitives du module n, en g6ne- 
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ralisant une definition admise par les geometres pour le cas od ce 
module est la premiere puissance ou m6ine une puissance quelconque 
d’un nombre premier impair. D’ailleurs la determination dont il s’agit 
se deduit ais6ment des propositions dejk 6tablies, jointes ^ quelques 
autres theoremes que nous allons enoncer. 

TneoRfiME IX. — Soient n un nombre premier et X une fonction eniiire 
de a?, dans laqueUe les coefficierUs numeriques des diverses puissances de x 
se rdduisent d des nombres enliers. Si I’ on nomme r une racine de V equi- 
valence 

(32) X = o (mod. n), 

et X/ un second polynome ^embldble au polynome X, rnais du degri immd- 
diatement infirieur; on pourra choisir ce second polynome de manikre 
quon ait, pour toute valeur entiire de x, 

(23) Xs(a?— r)X, (mod. «). 


Demonstration. — En effet, soit R ce que devient X pour x = r. La 
difference X — R sera divisible algebriquement par x — r, et le quo- 
tient sera un polynome X, semblable au polynome X, mais du degre 
immediatement inferieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement 


et, de plus, 


X-R = (a; — /•)X„ 
Rso (mod. ra), 


on en conclura, en attribuant a x une valeur entiere quelconque, 


X = — r)X, (mod.n), 


CoroUaire /. — En vertu de la formule (23), I’equivalence ( 22 ), 
reduite a - 


(x — /•)X, = o (mod.n), 


se decomposera en deux autres, savoir : 
( 24 ) x — r = o, 


X,so (mod.n). 
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Ilest d’ailleurs aise devoirquele coefficient de la plus haute puissance 
de iv restera le mfeme dans les deux polynomes X, X,. Cela pose, con- 
cevons que, ce coefficient etant premier au module n, la racine r se 
reduise a Tun des entiers inferieurs k ce module, et nommons 

r, r', r', ... 

les diverses racines de I’^quivalence ( 22 ), repr^sentees par divers 
entiers inferieurs a n. Une racine / distincte de r, ne pouvant verifier 
la premiere des formules (24), verifiera necessairement la seconde. 
Si d’ailleurs le polynome X est du premier degre ou de la forme ax -hb, 
a etant premier a n, on aura 

Xy= Cl\ 

et, la seconde des formules (24) ne pouvant 6tre verifiee, I’equation ( 21 ) 
n’admettra point de racine distincte de r et inferieure a n. Si le poly- 
nome X est du second degr6, alors, le polynome X, 6tant du premier 
degr6, la seconde des formules (24) admettra une seule racine infe- 
rieure a n, et par suite I’^quation ( 22 ) admettra au plus deux racines 
distinctes inf6rieures a n. En continuant ainsi k faire croitre le degr6 
du polynome X, on dkduira 6videmment des formules (24) la proposi- 
tion suivante : 

THfioaiME X. — Soient n un nomhre premier et X une fonction enUire 
de X, dans laqueUe les coefficients nwneriques des diverses puissances 
de X se riduisent a des nombres entiers, le coefficient de la puissance la 
plus ihvee itant premier au module n. Le degri du polynome X ne pourra 
itre surpass^ par k nomhre des racines distinctes et infdrieures a n qui 
virifieront I' equivalence 

X = o (mod. «). 

Corollaire I. — Le module n 6tant un nomhre premier, et I ktaht 
I’indicateur maximum relatif a ce module, chacun des nombres 

Ij 2^ 3^ f f 

inferieurs et premiers au module n, repr6sentera une valeur de m 
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propre a verifier la formule ( 20 ), et sera par consequent une racine de 
r^quivalence 

a?' — 1 = 0 (mod. /z). 

Done, en vertu du theoreme X, I’indicateur maximum I ne pourra 6tre 
inferieur au nombre des entiers 

I ^ 3j • • • ) /i I j 

e’est-k-dire au nombre 

N =n — I ; 

et puisque, en vertu du th6or6me IV, joint au th6or6me de Fermat, 
I devra diviser ce meme nombre, on aura necessairement 

(aS) Ir=N = n — I. 

CoroUaire II. — La formule (aS) s’etend au cas m^me ofi Ton aurait 

rt = 2 

et par suite 

I=N = i. 

Supposons maintenaiit que le module n cesse d’Otre un nombre 
premier; alors on etablira facilement les propositions suivantes : 

Th£or£:me XI. — V etani un module quelconque, i un no/pbre entier, 
a? une quaniilS entiire qui virijie I’iquivcdence 

(26) a! = i (mod.v), 
et z le quotient dex — 1 par v, liquation 

entratnera V Equivalence 

(27) a:'=H-vis (mod.v*). 

Demonstration. — En effet, dans le d^veloppement de 

v«)', 

tous les termes, a I’exception des deux premiers, seront divisibles 
par V®. 
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CoroUaire I. — Si s ou i sont divisibles par v, la formule (27) se 
reduira simplement k la suivante : 

(28) (mod.'/). 

Mais cette reduction ne pourra plus s’effectuer si s et i sont premiers 
a V. 


CoroUaire If. — Si i est premier a v, la valeur de a? fournie par 
I’equation 


a; = s + -))s 


ne pourra verifier la formule (28), k moins que s ne devienne divisible 
par V, c’est-a-dire a moins que Ton n’ait 

(29) a? SI (mod./). 


CoroUaire HI. — Supposons que v devienne un nombre premier, 
et que la quantite entiere x soit 6quivalente a Tunite suivant le mo- 
dule V, mais non suivant le module v®, en sorte que x v^rifie la condi- 
tion (26), sans v6rifier la condition (29) : on ne pourra satisfaire k 
r^quivalence (28) qu’en attribuant a I’exposant i une valeur divisible 
par V. Done, parmi les puissances de x qui deviendront equivalentes k 
runit6 suivant le module v®, la moins klevee sera x'*. En d’autres 
termes, v sera I’indicateur correspondant au module 

71 =V® 

et k la base 

a? = 1-1- V5, 

tant que z restera premier k v. 


CoroUaire IV. — Si, le module v ktant un nombre premier, la quan- 
tite 

X — \ + tZ 

devient positive et inferieure k v®, elle ne pourra 6tre qu’un terme de 
la progression arithmetique 


(3o) 


I, I-HV, I-t-2V, 




r-h (v — Ov. 
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Or, comme le premier terme de cette progression verifie seul la for- 
mule (29), il r^sulte du corollaire pr6c6dent que I’indicateur corres- 
pondant a Tun -quelconque des autres termes et au module v® sera le 
nombre premier v. 


Corollaire V. — Si, dans les formulas (26), (28), (29), on remplaceo; 


par^j ayet/d^signantdeuxnombresentiers premiers ^v, cesformules 


deviendront 

(3i) 


x=y (mod. v), 

(mod. v^), 
x = y (mod. V*). 


Done, lorsque i sera premier a v, non seulement les formules (26) et 
(28) entraineront la formula (29); mais de plus les deux premieres 
des formules ( 3 i) entraineront la troisieme, d’oii il r6sulte qu’elles ne 
pourront subsister en meme temps, si a?, y sont tous deux positifs et 
inf6rieurs a v*. 


Corollaire VI. — v 6tant un nombre premier, r une racine primitive 
de V et ic Tune des quantit6s enti^res qui v6rifient la formula 

(3j) x=r (mod. v), 


nommons i I’indicateur correspondant h. la base r et au module 


/I zz: V® 


on aura 

par consequent 


a?* = i (mod.v®), 

^*’=1 (mod.v); 
et, comme la formule (Sa) donnera 

(mod. 

r*=r (mod.v). 


on aura encore 


Done, en vertu du theoreme IV, i sera le nombre v — i qui represente 
I’indicateur correspondant au module v et ii la racine primitive r, ou 
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un multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, I’indicateur i devra 
diviser le nombre N des entiers inferieurs et premiers a v*, savoir, le 
produit 

. N = v(v — i). 

Or, V 6tant premier, les seuls multiples de v — i qui diviseront ce pro- 
duit seront 

V — I et N. 

Done, dans I’hypothese admise, on aura 

i=v — I ou / = N = v(v — i). 

Observons maintenant que, parmi les valeurs de x propres ^ v6rifier 
la formule (32), celles qui seront positives et inferieures Si v* se r6dui- 
ront aux termes de la progression arithmetique 

(33) /•, r-i-v, r-hav, r4-(v — i)v, 

et qu’en vertu du corollaire precedent, si Ton designe par x, y deux 
de ces termes, I’equation 

(mod.v*) 

ne pourra subsister, quand i sera premier a v. Done la valeur v — i de 
I’indicateur i ne pourra correspondre qu’i un seul des termes de la 
progression (33), et pour chacun des autres termes, on aura necessai- 
rement i = N. 

CoroUedre VII. — Le module 

n = V- A 

6tant le carr6 d’un nombre premier v, un seul terme de la progres- 
sion (33) pent repr6senter une racine de I’^quation 

(34) (mod.v*). 

Pour chacun des autres, I’indicateur i acquiert la plus grande valeur N 
qu’ii puisse atteindre, puisqu’il doit diviser N. Done tons les termes 
de la progression (33) qui ne verifient pas la condition (34) sont des 

CEwres de C. — S. 11, t. XII. 5 
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racines primitives de v*, et I’indieateur maximum I relatif au module v® 
est 

(35) I = N = v(v — r). 

CoroUaire VIII. — La formule (35) s’6tend au cas m^me ofi Ton 
aurait 

V = 2, /l=V®z=:4i 

et par suite 

Nr=:2. 

On a done, en prenant 4 pour module, 

I=N=:2. 

Alors aussi Ton obtient une seule racine primitive r inferieure a 4* 
savoir, 

r=:3. 


Tu^ORfeME XII. •— etant an nomhre premier et x une quantile 

entiere qui verifie V Equivalence 

a7 = i (mod.v); 

si Von represente par n la puissance la plus elevee de v qui divise la diffe^ 
rence 

le produit nv representera la puissance la plus elevee de v qui divisera la 
difference 

I, 

a moins que Von nail 

n zz: V ziz 2. 


Demonstration. — Nommons z le quotient de a? — i par n. On aura 

3?=zrH-7l5, 

z etant, par hypothese, premier a v. Or, dans le d6veloppement de 
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les termes extremes seront 

I, 

et tous les autres seront evidemment divisibles par le produit nv. 
D’ailleurs, v 4tant facteur de n, le terme 

nys'>=n.n''-^z'' 

sera lui-meme divisible par le produit nv. Done ce produit divisera la 
difference 

— I . 

II y a plus, V etant un facteur de n, v® sera un facteur de /i^r' , moins 
que Ton n’ait 

(36) «=v = 2 ; 

et, par suite, si la condition (36) n’est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le d^veloppement de 

( I + n 5 )'' 

seront divisibles ou par 7i®v ou au moins par nv®. On aura done alors 

ai^^i + nys (mod. nv*). 

Done, s 6tant premier av,le produitnv sera la puissance la pluselevee 
de V qui divise la difference 

a?’’— I. 

CoroUaire I. — Si, dans letheorfeme XII, on remplace successivement 
sc par sc^, puis par a?’'*, etc., on en conclura que, dans Thypothese 
admise, les puissances les plus 6lev6es dev, propres a diviser les diffe- 
rences 

a:''— I, x'*' — I, x''* — 1, 

sont respectivement 

nv, nv*, nv*, .... 

On doit toujours excepter le cas oil Ton aurait n = v = 2 . 

CoroUaire 11. — En remplagant dans le corollaire precedent a? par of. 
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on obtiendra une proposition dont voici I’6nonc6 : Si, v >• i etant un 
nombre premier, on repr6sente par n la plus elevee des puissances de v 
qui divisent 

I, 

alors les puissances les plus 6lev6es de v qui diviseront les differences 

— 1, a?*''’ — I, x^' — i, ... 

seront respectivement 

nv, «v*, nv*, 

k moins que I’on n’ait n = v = 2 . 

Corollaire III. — v etant un nombre premier impair, et rune racine 
primitive de v*, la puissance 

rv-i_i 


sera divisible une seule fois par v. Done, en vertu du corollaire II, les 
puissances les plus elev^es de v qui diviseront les differences 

/•V(v-l) I ^ ;.V>(V-») j ^ ^V»(V -1) j ^ 


seront respectivement 
Done 


V®, V*, V*, . . . . 

/•V»(V-1) 


sera le premier des termes de la suite 

(87) _ 

qui seront equivalents a I’unite, suivant le module v*. D’autre part, si 
Ton nomme i I’indicateur correspondant k la base r et au module v®, 
on aura 

/■'=i (mod. v*), 

et a plus forte raison 

(mod.v); 

d’oii il resulte que i devra 6tre un multiple de I’indicateur v — 1 cor- 
respondant k la base r et au module v. Done i, qui devra en outre 
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diviser le produit 

N = v«-‘ (v — I ), 

representera Texposant de r dans le premier des termes de la suite (Sy) 
qui seront equivalents a Tunite suivant le module v^. On aura done 
n6cessairement 

j =N = k*“*(v — i). 

Cette dernifere valeur de i etant la plus grande que puisse acquerir un 
indicateur relatif au module v^, nous devons conclure, des observations 
precedentes, qu’une racine primitive r de v® sera en m6me temps une 
racine primitive de v*, et que, dans le cas oil le module 

/^ = 

se reduit a une puissance d’un nombre premier impair, I’indicateur 
maximum I est determine par la formula 

(38) I = N = v»-‘(v-i). 

Corollaire IV. — Consid^rons en particulier le 'cas oil Ton aurait 

n = v = 2, 

et supposons en consequence la difference 

X — I 

divisible une seule fois par le module 2 . La difference 

x' — i — {x— i) (x + i) 

sera compos6e de deux facteurs x — i, a? 4 - 1 , divisibles Tun par 2 , 
I’autre par 4- Elle sera done divisible au moins par le nombre 8, e’est- 
a-dire par*le cube de 2 . Cela pose, nommons n la plus haute puissance 
de 2 qui divisera a?® — i. En vertu du corollaire II, les puissances les 
plus elevees de 2 qui diviseront les differences 

jr*’ — I, x^' — I, ... 

seront respectivement 

an, 2®n, .... 
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Done, si a surpasse 2 , le premier terme de la suite 

^ %JU ^ ^ ^ 


qui deviendra equivalent k Funite suivant le module 2 ®, sera 


la valeur de i 6tant 
(39) 



D’autre part, I’indicateur correspondant k la base a? et au module 2 “ 
devra etre un diviseur de 

N = 2“-'. 


II se trouvera done eompris dans la suite 

2 , 2 *, 2 ®, • • • , 


et ne pourra etre que la valeur pr^c^dente de i. Cette m^me valeur 
deviendra la plus grande possible, lorsque le nombre n se r^duira 
simplement k 8, ee qui arrivera si Ton prend 


puisqu’on a 

Par eons6quent 
(4o) 


a; = 3 ou a; = 5, 
3*-i = 8 et 5*-i=3.8. 


I = -N = 2«-* 
2 


sera I’indicateur maximum relatif au module 

n =z 2 ®> 4 . 

La formule (4o) s’etend au cas meme oU I’on aurait a= 3, et donne 
alors, eomme on devait s’y attendre, 

I=iN = 2 , 

2 


A Taide des diverses propositions que nous venons de rappeler, 
et qui pour la plupart etaient deja eonnues (voir les Becherches aritk- 
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m&tiques de M. Gauss et le Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous 
sera maintenaut facile de r6soudre la question suivante : 

PaOBiitME II. — Trower I'indicateur maximum I correspondant d 
un module donnd n. 

Solution. — Pour resoudre ce problfeme, il faut considerer successi- 
vement les divers cas qui peuvent se presenter, suivant que le module n 
est un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre, ou un 
nombre compost. 

Si le module n est un nombre premier v, ou une puissance d’un 
nombre premier impair, ou Tune des deux premiferes puissances de 2 , 
alors, en nommant N le nombre des entiers inf6rieurs a « et premiers 
k n, on aura gen^ralement, d’apres ce qui a 6te dit ci-dessus, 

et, en particulier, si n se reduit k 2 ou 4, 

I = N = -/t. 

2 

Si le module n est une puissance de 2 sup^rieure k la seconde, on 
aura simplement 



Enfin, si le module n est un nombre quelconque, on pourra le de- 
composer en facteurs 

dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Soient alors 

1,1 1^7 • • • 

les indicateurs maxima correspondant aux modules 

^/» ^//7 • • • • 

En vertu des th6orkmes III et V, une base donn6er sera une racine 
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primitive de n, si cette base, dms6e successivement par chacun des 
nombres fournit pour restes des racines primitives de ces 

m^mes nombres; et I sera le plus petit nombre entier divisible a la 
fois par chacun des indicateurs 

1/1 • • • • 

La solution du probleme precedent fournit, pour la resolution des 
equivalences du premier degre, une regie tres simple qui se reduit a 
la regie donnee par M. Libri et par M. Binet, dans le cas particulier oh 
le module est un nombre premier. La nouvelle regie, d’apres ce que 
nous a dit M. Poinsot, coincide, au moins lorsque le module est pair, 
avec celle que lui-meme avait indiquee dans la Note manuscrite, remise 
a M. Legendre. Appliquee au cas oh Ton prend pour module un nombre 
compose, elle n’exige pas, comme les methodes presentees par M. Libri 
etM. Binet, la decomposition de ce module en facteurs premiers ; et 
ce qu’il y a de remarquable, c’est qu’alors I’application devient d’autant 
plus facile que le module est un nombre plus compose. Montrons la 
verite de cette assertion par quelques exemples. 

Pour que toute equation indeterminee k deux inconnues puisse etre 
resolue immediatement k la seule inspection des coefficients de ces 
inconnues, dans le cas oh I’un des coefficients ne dkpasse pas looo, 
il suffit que I’on construise une Table qui, pour tout module renferme 
entre les limites i .et looo, fournisse I’indicateur correspondant a ce 
module. Or, k I’aide de cette Table, dont la construction est facile («oi>la 
solution du problkme II), et que nous donnons k la suite de ce Mkmoire, 
on reconnait que I’indicateur 2 correspond aux modules 

3, 4 , 6, 8, 12, 24 . 

Done, pour chacun de ces modules, I’inverse d’un nombre donne est 
Equivalent a ce nombre meme. 

Ainsi, en particulier, I’inverse du nombre 19 suivant le module 24 
est equivalent k 19. End’autres termes, 19 est une des valeurs entikres 
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de X qui verifient Tequation ind^termin^e 

— 24v = i- 

Effectiveraent, le carre de 19 ou 36 i,divis 6 par24, donne i pourreste. 
De ce que Tindicateur 4 correspond aux modules 

5, 10, i5, 16, 20, 3o, 4o, 48, 60, 80, 120, 240, 


il r6sulte imm 4 diatement que, pour chacun de ees modules, I’inverse 
d’un nombre donne est equivalent au cube de ce memenombre. Ainsi, 
en particulier, I’inverse du nombre 67, suivant le module 120, est 
equivalent au cube de 67, par consequent au produit de 67 par 49, ou 
a 43. En d’autres termes, 43 est une des valeurs de x qui verifient 
r6quation 


Effectiveraent, 


67 ir — i20_y = i. 


67 X 43 = 2881=24 X 120 + 1. 


De ce que I’indicateur 6 correspond aux modules 
7, 9, i4, 18, 21, 28, 36, 42, 56, 63, 72, 84, 168, 3o4, 


il resulte immMiatement que, pour chacun de ces modules, I’inverse 
d’un nombre donne est equivalent a la cinquieme puissance de ce 
nombre. Ainsi, en particulier, Tin verse du nombre 17 sera equivalent, 
suivant le module 5 o 4 , a 

i7* = i4i9857. 


par consequent a 89. En d’autres termes, 89 est une valeur de x 
propre a verifier I’equation indeterminee 


Effectiveraent, 


17 JJ — 504/ = !. 

17 X 89 = i3i3 = 3 X 5o4 + 1. 


Gomme, dans la methode ci-dessus exposee, la valeur de x est tou- 
jours exprimee par une puissance connue du nombre donn6, le calcul 
pourra s’executer commodement, k I’aide des Tables de logarithmes, 
meme quand I’indicateur sera compose de plusieurs chiffres. 

OEuvres de C. S. 11, t. XII. 
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Supposons,pour fixer les i(l6es, que, le nombre donii6 6tant 29, on 
demande un autre nombre equivalent a I’inverse du premier, suivant 
le module 192. L’indicateur etant alors egal a 16, le nombre cherche 
sera 

29 “=( 29 ')». 


D’ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchee de 29*, 
determines k I’aide des Tables de logarithmes, sont ceux que pr6sente 
le nombre 


attendu que Ton a 


2o5 1 1 1 5, 

51og29 = 7,3ii99oo. 


De plus, le dernier ehiffre de 29*, comme celui de 9*, sera necessaire- 
ment 9. On aura done par suite 

29® =20511149 = 173= — 19 (inod.192), 

29“=— 19* (mod. 192); 


puis, en se servant de nouveau des Tables de logarithmes, 

29*' = — 6859=— 189 = 53 (mod. 192). 

Done, 29' ’ et 53 seront deux valeurs de a; propres a verifier la formule 


Efieetivement, 


29a; — 1927^ = I. 

29 X 53 = i 537 = 8 X 192 1. 
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Table pour la determination de I'indicateur maximum I eorrespondant 
A un module donne n. 


















RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES 


Table pour la determination de V indicat eiir maximum I correspondant 
a un module donne n. 




_ 


n I n 


201 66 226 II2 25 1 200 276! 22 II Soil 42 II 326 I 162 II 35 1 I 36 || 876 | 


227 226 252 


276 3o2 i 5 o 327 108 352 4o 377 84 


203 84 228 18 253 no 278 i38 3o3 100 828 40 353 352 878 18 

204 16 229 22S 254 126 279 3o 3o4 36 329 1 38 354 58 879 878 

205 40 ^30 44 255 16 280 12 3o5 60 33o 20 355 i4o 38o 36 

206 102 281 3o 256 64 281 280 3o6 43 33 1 33o 356 88 38 1 126 

207 66 282 28 267 256 282 46 807 3o6 332 82 837 43 382 190 

208 12 233 282 258 4^ ^33 282 3o8 3o 333 36 358 178 383 382 

209 90 234 12 259 36 284 70 309 102 334 166 359 358 384 32 

210 12 235 92 260 12 285 36 3 10 60 335 i32 36o 12 385 60 

211 210 236 ■ 58 261 84 286 60 Sii 3io 336 12 36i 342 386 192 

212 52 287 78 262 i3o 287 120 3 12 12 337 336 362 i8o 387 42 

213 70 238 48 263 262 288 24 3 t 3 3i2 338 i56 363 no 388 96 

214 106 289 238 264 10 289 272 3i4 i56 339 1 12 364 12 389 388 

215 84 240 4 265 52 290 28 3i5 12 340 16 365 72 390 12 

216 18 241 240 266 18 291 96 3i6 78 341 3o 366 60 391 176 

2r7 3o 242 no 267 88 292 72 317 3 16 342 18 367 366 392 42 

218 108 243 162 268 66 293 292 3 18 52 343 294 368 44 393 i3o 

219 72 244 60 269 268 294 42 319 i4o 344 42 369 120 394 196 

220 20 245 84 270 36 295 T16 320 16 345 44 870 36 395 i56 

221 48 246 40 271 270 296 36 321 106 346 172 371 i56 396 3o 

222 36 247 36 272 16 297 90 322 66 347 346 372 3o 397 396 

223 222 248 3o 273 12 298 1 48 323 i44 348 28 373 372 398 198 

224 24 249 82 274 1 36 299 i 32 324 54 349 348 374 80 399 18 

225 60 25 o ioo 275 20 3oo 20 $25 60 35o 60 875 100 20 
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Table pour la determination de Vindicateur maximum I correspondant 
d un module donne n. 
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Table pour la determination de Vindicateur maximum 1 correspondant 
a un module donne n. 



264 

826 

174 

85i 

400 

827 

826 

852 

36o 

828 

66 

853 

66 

829 

828 

854 

i32 

83o 

i64 

855 

60 

83 1 

276 

856 

268 

832 

48 

857 

100 

833 

336 

858 

808 

834 

i38 

859 


178 162 


858 884 48 


[20 II 886 44^ 

87 886 
862 11 888 36 




3oo 900 60 



914 

915 

916 

917 

918 

9*9 

920 I 

921 

922 

923 

924 

1 925 I 180 



























RESUME D’UN MEMOIRE 


SUR 

LA MfiCANIQUE CELESTE 

ET SUR 

UN NOUVEAU CALCUL APPELE CALCUL DES LIMITES {'). 


(Lu & I’Academie de Turin, dans la seance du ii octobre i83i.) 


Avant d’indiquer d’une manitre plus precise Tobjet des recherches 
que j’ai I’honneur de presenter a I’Academie, il ne sera pas inutile de 
dire k quelle occasion elles ont 6te entreprises. 

Les methodes que les g^om^tres ont employees pour deduire du 
principe de la gravitation les mouveraents des corps celestes laissaient 
encore beaucoup a desirer, Souvent elles manquaient de la rigueur 
convenable. Ainsi, en particulier, on ne trouve nulle part dans la 
Micardque cileste de Laplace une d6monstration suffisante de la for- 
mula de Lagrange, qui sert pourtant de base a la plupart des theories 
expos6es dans cet Ouvrage. D’ailleurs pour determiner, a I’aide de ces 

(1) Le nouveau calcul que j'ai design^ sous le nom de Cahul des limites non 
seulement k fournir des regies relatives k la convergence des series qui representent les 
ddveloppements de fonctions explicites ou implicites d’une ou de plusieurs variables, mais 
encore k fixer des limites sup^rieures aux erreurs qu’on commet, quand on arrSte chaque 
s6rie apres un certain nombre de termes. J’ai d6ja donn6 une id6e de ce nouveau calcul 
dans la onzitoe livraison des Exercises (p. 355 et suiv.) (<*). Pour le faire mieux 
connaitre, il me suffira de reproduire ici, avec le rdsume d’un Memoire sur la Mecanique 
c4leste^ lu k I’Acad^mie de Turin dans la stance du ii oclobre i83i, la partie de ce 
Memoire qui se rapportait au ddveloppement des fonctions en series. 

(a) (Euvres dc Cauchy, 2 a s^rie, t. XI, p. 43x et suiv. 
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SUR LA MfiCANIQUE CELESTE, ETC. 
methodes, les coefficients nuin6riques relatifs h felle ou telle pertur- 
bation des mouvements planetaires, les astronomes etaientquelquofois 
obliges d’entreprendre des calculs qui exigeaient plusieurs annees de 
travail. Un des membres les plus distingues de cette Academic, 
M. Plana, m’ayant parl^ dernierement encore du temps que consu- 
maient de pareils calculs, je lui dis que j’etais persuade qu’il serait 
possible de les abr^ger, et meme de determiner immediatement le 
coefficient numerique correspondent a une in6galit6 donn6e. Effecti- 
vement, au bout dequelques jours, je luirapportaidesformules al’aide 
desquelles on pouvait resoudre de semblables questions, et dont j’avais 
dejk fait I’application k la determination de certains nombres qu’il est 
utile de considerer dans la thkorie de Saturne et de Jupiter. Quelques 
jours apres, en s’appuyant sur des resultats qu’il avail obtenus dans 
un de ses Memoires, M. Plana m’a dit avoir retrouve ou les memes 
formules ou des formules du mkme genre. Au reste, pour etablir les 
formules dont il s’agit et d’autres formules analogues que renferme le 
Mkmoire ci-joint, il suffitd’appliquer, au developpement de la fonction 
dksign6e par R dans la Mdcanique celeste, des thkoremes bien connus, 
tels que le th6orfeme de Taylor et le theoreme de Lagrange sur le d6- 
veloppement des functions des racines des equations algebriques ou 
transcendantes. Mais on a besoin de recourir a d’autres principes et a 
de nouvelles methodes pour arriver k des resultats plus importants 
dont je vais maintenant donner une idee. 

En joignant a la s^rie de Maclaurin le reste qui la complete, et pre- 
sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnee, ou sous 
d’autres formes du meme genre, on peut s’assurer, dans un grand 
nombre de cas, qu’une fonction fix') de la variable a; est dkveloppable 
pour certaines valeurs de x en une s6rie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de cette variable, et determiner la limite 
superieure des modules (^) des valeurs reelles ou imaginaires dea?, 

(•) Le module d’une valeur imaginaire de x est la racine oarrde positive de la s otnme 
qu’on obtient en ajoutant le carr6 de la partie r^elle an carr6 du coefficient de /— «. 
Lorsque ce coefficient s’6vanouit, le module se rdduit i la valeur numSrique de x. 

ORuvres de C, — S. II, t. XII. 7 
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pour lesquois le developpement subsists. Ajoutons <jue pour d^veloppsr 
une fonction explicite de plusieurs variables a?, y, s, ... suivant les 
puissances ascendantes de a7,y, s, ..., e’est-k-dire en une s6rie con- 
vergente dont le terme general soit une fonction entiere et homogene 
de a:,/, s, ..., il suftit de remplacer la fonction proposee/(a7,j', ...) 
par /(ace, ay, xz, ...), puis de d6velopper/(aa;, ay, az, ...) suivant 
les puissances ascendantes de a, et de poser ensuite a — i. Par conse- 
quent la th^orie du developpement des fonctions explicites de plusieurs 
variables se ramSne imna^diatement k la tbeoriedu developpement des 
fonctions explicites d’une seule variable. Mais il imports d’observer 
que I’application des rkgles, a I’aide desquelles on peut decider si la 
s6rie de Maclaurin est convergente ou divergente, devient souvent tres 
difficile, attendu que, dans cette serie, le terms general ou propor- 
tionnel a a;"renferme la deriv6e de I’ordre^ de la fonction _/"( a?), ou 
du moins sa valeur correspondante k une valeur nulle de x, et que, 
hormis certains cas particuliers, la d^rivee de I’ordre n d’une fonction 
donn^e prend une forme de plus en plus compliquee, k mesure que n 
augments. 

Quant aux fonctions implicites, on a presente, pour leurs d^veloppe- 
ments en series, diverses formules d^duites le plus souvent de la me- 
thode des coefficients ind6termin6s. Mais les demonstrations qu’on a 
pretendu donner de ces formules sont generalement insuffisantes : 
1 ° parce qu’on n’a point examine si les sferies sont convergentes ou 
divergentes, et qu’en consequence on ne peut dire le plus souvent 
dans quels cas les formules doivent etre admises ou rejetees; 2 ° parce 
qu’on ne s’est point attache a demontrer que les developpements obtenus 
avaient pour sommes les fonctions developpees, et qu’il peut arriver 
qu’une serie convergente provienne du developpement d’une fonction, 
sans que la somme de la serie soit equivalents a lafonction elle-meme. 
II est vrai que i’etablissement de regies generales propres a determi- 
ner dans quels cas les developpements des fonctions implicites sont 
convergents et representent ces memes fonctions paraissait offrir de 
grandes difficultes. On peut en juger, en lisant attentivement le 
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M^moire de M. Laplace sur la convergence et la divergence de la 
s6rie que fournit, dans le mouvement elliptique d’une planete, le 
d6veloppement du rayon vecteur suivantles puissances ascendantes de 
I’excentricite. Je pense done que les g6ometres et les astronomes atta- 
cheront quelque prix a mon travail, quand ils apprendront que je suis 
parvenu a 6tablir, sur le d6veloppement des fonctions, soit explicites, 
soit implicites, des principes gen^raux et d’une application facile, a 
I’aide desquels on pent non seulement demontrer avec rigueur les for- 
mulas, et indiquer les conditions de leur existence, mais encore fixer 
les limites des erreurs que Ton commet en n^gligeant les restes qui 
doivent completer les s6ries. Parmi ces regies, celles qui se rap- 
portent a la fixation des limites des erreurs commises presentent dans 
leur ensemble un nouveau calcul, que je designerai sous le nom de 
cakul des limites. Je me contenterai d’indiquer ici en peu de mots 
quelques-unes des propositions fondamentales sur lesquelles repose le 
calcul dont il s’agit. 

§oit /(a?) une function de la variable x. Si Ton attribue k cette 
variable une valeur imaginaire x dont le module soit X, le rapport 
de a; k X sera une exponentielle de la forme p designant un cer- 
tain arc reel que I’on pourra supposer compris entre les limites — tt, 
-I- Tt, et le module de / dkpendra tout k la fois du module X et de 
I’arcj?. Or, parmi les valeurs que prendrale module de f(x) quand 
on fera varier p, il y en aura generalement une qui sera superieure k 
toutes les autres. C’est cette valeur maximum du module de /(^ 
que je considere specialement dans le calcul des limites. Je la dksigne 
par la lettre caracteristique A placke devant la fonction /(«), et je 
prouve : i“que la fonction fix') est developpable par le thkorkme de 
Maclaurin en une skrie convergente ordonnee suivant les puissances 
ascendantes de x, lorsque, le module de x ktant egal ou inferieur a X, 
la fonction / (a?) reste finie et continue pour le module X ou pour un 
module plus petit de la variable rkelle ou imaginaire x-, 2 ® qu’alors, 
dans le developpement de fix) suivant les puissances ascendantes 
de a;, le coefficient de offre un module infkrieur au quotient qu’on 



52 SUR LA MEICANIQUE CELESTE 

obtient en divisant par X" le module maximum de/ (^). Cela pose, si 
Ton attribue a a? une valeur imaginaire dont le module soil designe 
par le module du tenne general, dans le developpement de 
sera inferieur au produitde A/(£r) par la puissance du rapport 
D’ailleurs, lorsque la fonction f(^oc) est developpable en une serie 
convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x^ le 
reste qui complete cette serie, prolongee jusqu’au terme, 6qui- 
vaut a la somme des termes dans lesquels Texposant de x est egal ou 
superieur a n. Done le module de ce reste, s’il est imaginaire, ou sa 
valeur numerique, s’il est reel, ne surpassera pas la somme des termes 
correspondants a ceux quo nous venons dMndiquer dans la progression 
geometrique ci-dessus mentionnee, e'est-a-dire le reste qui complete 
cette progression. Ainsi, la determination d’une limite superieureau 
reste, qui complete la s6rie propre a representer le developpement 
d’une fonction quelconque, se trouve ramenee a la determination des 
restes des progressions g6omfetriques, e’est-a-dire a une question 
r6solue depuis longtemps en analyse. On sait eneffet que, dans la pro- 
gression geometrique qui a pour premier terme Tunite etpour raison 
la somme des termes dans lesquels \ porte un exposaut 6gal ou sup6- 
rieur k n equivaut au quotient du terme par la difference i ~ 
Lorsque le premier terme devient A/(a?), il faut multiplier par ce 
premier terme le quotient dont il s’agit. 

11 est important d’observer que, d’apr^s ce qu’on vient de dire, les 
limites superieures aux modules du terme general de la serie de Mac- 
laurin, et du reste qui complete cette s6rie, sont des functions du mo- 
dule X qui repr6sentent les maxima relatifs k p des modules de cer- 
taines functions de la variable imaginaire x ~ D’ailleurs, le 

module X doit surpasser le module et etre determine de manikre 
que la fonction / («) reste finie et continue pour le module X oupour 
un module plus petit de la variable x. Or, parmi les valours de X qui 
remplissent ces deux conditions, on devra ^videramentchoisir de pre- 
ference celles qui rendront les limites superieures dont il s’agit les 
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plus petites possible; et alors, ces limites, considerees comme 
valeurs particulieres des fonctions de a? ci-dessus mentionnees, seront 
tout a la fois des maxima relativement a I’angle p, et des minima rela- 
tivementau module X, ouce que nous avons nomme dans un autre 
Memoire les modules principaux de ces mfemes fonctions. 

Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites 
superieures aux modules des termes generaux ou des restes des series, 
il n’est point n6cessaire de determiner exactement les modules princi- 
paux dont il est ici question, et Ton pent se contenter de cbercher 
des nombres superieurs a ces modules. 

Il est facile d’etendre les principes que nous venons d’indiquer aux 
fonctions de plusieurs variables. Soit en effet / {x,y, s, ...) une fonc- 
tion donnee des variables a;, /, s, ...; si Ton attribue A ces variables 
des valeurs imaginaires x, v, -, .... dont les modules soient respecti- 
vementX, Y, Z, ..., le module de f{x,y, ■=, ...) dependra tout k la fois 
des modules X, Y, Z, ... et des rapports imaginaires etc. Or, 

on pent choisir ces rapports, ou plutdt les arcs de cercle qui s’y 
trouvent renfermes, de manikre que le module de /(a?, y,s, ...) 
acquikre la plus grande valeur possible, les nombres X, Y, Z, ... res- 
tant les meipes. C’est cette plus grande valeur ou cette valeur 
que je designe par la caracteristique A placee devant la fonction 
f{x,y,s, ...); et je prouve : i° que la fonction/(a?,y,s, ...) est 
developpable en une s6rie convergente ordonnee suivant les puissances 
ascendantes de x,y, z, ..., quand, les modules des variables x,y, s, ... 
6tant egaux ouinfkrieursk X, Y, Z, ..., la fonction f(x,y,s, ...) reste 

finie ou continue pour les modules X, Y, Z ou pour des modules 

plus petits de ces memes variables; 2*qu’alors, dans le d6veloppement 
de /(®, j, •••) suivant les puissances ascendantes de a?, j', z, ..., 
le coefficient de af’y^'z”-' ... offre un module inf^rieur au quotient 
qu’on obtient en divisant par X“ Y^'Z"' . . . le module maximum de 
f(x,y,s,'...). Cela pos6, si Ton attribue a a?, 7, z ... des valeurs 
reelles ou imaginaires dont les modules ••• soient plus petits 
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que X, Y, Z, ies divers termes du d6veloppement de la fonction 
f {x,y,s, ...) offriroQt des modules respectivement inf6rieurs aux 
termes correspondantsd’une fonction de v], C, ... qu’on obtiendra en 
multipliant le module maximum de paries sommes des 

progressions geom6triques qui ont pour premiers termes I’unite et 

pour raisons les rapports Done, si Ton neglige, dans le 

developpement de la premiere fonction f{x,y,z , certains termes, 
par exemple ceux dans lesquels I’exposant de x est 6gal ou superieur 
a n, I’exposant de y 6gal ou sup6rieur a n', I’exposant de s 6gal ou 
superieur kn", etc.J’erreur (^) commise sera plus petite que la somme 
des termes correspondants de la seconde fraction, et par consequent 
inferieure au produit de h.f{x,y, s, ...) par les restes des pro- 
gressions g6om6triques ci-dessus mentionn6es. 

Observons encore qu’apres avoir d6termine en fonction deX, Y, Z,... 
une limite sup^rieure au reste de la serie qui repr^sente le developpe- 
ment de f{x,y, z , ...) suivant les puissances ascepdantes de x,y, 
s , ..., on devra choisir X, Y, Z, ... de manikre a rendre cette limite la 
plus petite possible. 

■ Si Ton voulait obtenir une limite superieure a la somme des modules 
des termes qui, dans le developpement de /(x,y,z , ...), offrent un 
degre egal ou superieur k n, e’est-k-dire des termes dans lesquels les 
exposantsde x,y, z, ... offrent une somme 6gale ou superieure k n, 
il suffirait de chercher une limite supkrieure au reste de la s6rie qui 
represente le developpement de f{cLx,(ty,a.z, ...) suivant les puis- 
sances ascendantes de a, et de poser, dans cette limite, a = i . 

Les principes que nous venons d’etablir s’appliqnenttresfacilement 
aux series qui representent les developpements des fonctions expli- 
cites d’une ou de plusieurs variables, et fournissent, pour ces series, 
non seulement des regies g6nerales de convergence, mais encore des 


(>) Lorsqueles termes n^glig6s sent r6els, I’erreur commise a pour mesure la valenr 
nam^rique de leur somme. Lorsqu’ils deviennent imaginaires, le module de cette mkme 
somme peat servir k mesarer I’erreur dont il s’agit. 
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limites superieures aux modules des termes genAraux, et aux erreurs 
que Ton commet quand on calcule seulement un certain nombre de 
termes en negligeant fous les autres. Pour etendre I’application des 
memes principes aux series qui repr^sentent les developpements d’une 
ou de plusieurs fonctions implicites determinees par une ou plusieurs 
equations algebriques ou transcendantes, il suffit d’obser\'er qu’en 
vertu de la formule de Lagrange, et des formules analogues qui se 
d^duisentdu calcul des r6sidus, les coefficients des termes g6n6raux 
dans ces memes series peuvent etre, comme dans les series de Taylor 
ou de Maclaurin, exprimes au moyen des derivees des divers ordres de 
certaines fonctions, et qu’en consequence la determination de limites 
sup6rieures aux modules des termes generaux et aux restes des series 
peut etre reduite k la determination des modules maxima de ces 
mSmes fonctions. On pourra done etablir pour les series proposAes 
des rkgles de convergence, et trouver des limites superieures aux 
restes des series, ou plutdt a leurs modules. La seule question qui 
restera indecise sera de savoir si les series, suppos6es convergentes, 
ont effectivement pour sommes les fonctions implicites dont le d6ve- 
loppement les a produites. Or, on peut s’appuyer, pour resoudre 
cette question, sur des propositions generales semblables a celles que 
je vais Anoncer : 


THEORfeME I. — Supposons qu’une fonction implicite u de la variable x 
soil determine par une equation algebrique ou transcendante^ queUe se 
riduise a u, pour une valeur nuUe de x, et que Von ait divebppd cette 
fonction implicite en une sirie ordonnee sidvant les puissances ascen- 
dantes de x par la formule de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce qui 
revient au mime, par la mithode des coefficients indetermines. La somme 
de cette sirie reprSsentera la fonction u, si la valeur de x est teUement 
choisie que, la sirie etant comer gente, la fonction expheite dexetu qia 
constitue le premier membre de Vequation donnde soit eUe-mime dive- 
loppable en une sirie comer gente ordonnee suivani les puissances ascen- 
dantes de la variable xetdela difference u — u^. 
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TH^:oRi: 5 iE II. — Supposonsque plusieurs fonctions implicites u, v, w, ... 
de plusieurs variables x, y, ... soient diterminees par une ou plusieurs 
Equations algebriques ou transcendantes, quelles se reduisent du^, 

Wo, ... pour des valeurs nulles dex., y, z, ..., et quon ait devehppe ces 
fonctions implicites en series ordonnees sidvant les puissances ascendantes 
dex^y, s, ...paries formides de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce 
qui rerient au m4me, par la methode des coefficients inddterminis. Les 
sorranes de ces series represenieroni les valeurs de u, v, w, ..., si les 
valeurs dex,y, z, ... sont tellement choisies que, les series elant corwer- 
gentes, les fonctions expliciles de x, y, z, ..., u,v, w, .... qui consti- 
tuent les premiers memhres des equations donnies, soient elles-mimes 
ddveloppables en series convergentes ordonnies suivant les puissances 
ascendantes des variables x,y, z, ... et des differences u — u,,, v — Vo, 
w — w„, .... 

Pour d6montrer ces propositions, il suffit evidemment d’observer 
que, si les conditions 6nonc6es (^) sont remplies, les premiers 
membres des Equations donnees, apr^s les substitutions des valeurs 
g^nerales de « — — e#* •••» seront encore des series con- 

vergentes ordonn6es suivant les puissances ascendantes de x, y, z, ..., 
et que, dans ces series convergentes, le coefficient de chaque terme 
sera identiquement nul. 

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s’appuyant 
sur des formules que fournit le calcul des r6sidus, on pent 6tablir 
directement des regies dignes de remarque sur la convergence des 
s6ries qui repr6sentent les d6veloppements des fonctions implicites, et 
sur la fixation des limites superieures aux modules des restes qui 
completent les series. 

( > ) Aux conditions 6nonc6es dans les thdor^mes I, II, ID, il convient d’en sjouter une 
sans laquelle ces th4or&mes pourraient quelquefois devenir inexacts. Cette condition est 
que chacune des series, que I’on suppose convergentes, ne cesse pas d’etre convergente, 
quand on remplace ses diffdrents termes par leurs valeurs num6riques, ou plus g6n6rale- 
ment par leurs modules {voir les Mswnis anoLytiques, p. 56 et tii) (“). 


(«) CEuvres de Cauchy, 2 « s6rie, t. X, p. 68 et lag. 
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Les propositions ci-dessus mentionnees peuvent encore etre 
tacilement etendues au cas oil les fonctions implicites seraient deter- 
minees par des equations aux differences fiiiies ou infiniment 
petites, ou aux differences partielles, ou aux differences melees. Ainsi, 
en particulier, on pourra enoncer le theoreme suivant : 

TflEORiiME in. — Soient donates plusieurs equations differentielles 
simultanees entre la variable x, des fonctions inconnues y, 5, ... de 

cette variable^ et leurs derwees de diners ordres y\ s', ...,^'5 Sup- 

posons d ailleurs que par la methode des coefficients indetermines on ait 
developpey^ s, ... en series ordonnees suivant les puissances ascendantes 
de X, Les sommes de ces series representeront les valeiirs generales de 
yy Zj SI la valeur de x est tellement choisie que^ les series dont 
il s'agit^ et par suite cedes qui representeront les derides de s, ..., 
etant convergenteSy les fonctions explicites de s, v', s', ..., 
qui constituent les premiers membres des equations donneeSy soient elles- 
mimes developpables en series comergentes ordonnees suivant les puis- 
sances ascendantes de Xy et des diffirences quon obtient en retranchant 
des vakurs generales de y^ Zy ..., y, s', ... leurs valeurs ini- 
tiaks correspondantes a x=o. 

. Je n’ai pu qu’indiquer rapidement quelques-uns des principaux 
resuitats contenus dans le Memoire que j’ai I'honneur de presenter a 
TAcademie. Ce Memoire renferme encore : une fheorie de la 

variation des constantes arbitraires ( * ), plus generale et a quelques 
egards plus simple que celles qui se trouvent exposees dans les 
Memoires de MM. Lagrange, LaplaceetPoisson; 2 °desintegralesdefinies 
propres a representer, dans le developpement connu de la function R, 
le coefficient du sinus ou du cosiiius d’un angle donne ; 3® des for- 

(^) Dans un Memoire present^ a Tlnstitut, M. Ostrogradski s'etait aussi occupe de la 
variation des constantes arbitraires, et il avail applique, a ce que je crois, une formule 
de M. Fourier k la conversion des termes qui composent le developpement de la fonc- 
tion R en int^grales definies; mais, n'ayant qu'un souvenir confus de ce Memoire, tout 
ce que je puis dire ici, c’est que, dans le cas ou quelques-unes de ses formules coinci- 
deraient avep quelques-unes des miennes,je ne pretends en aucune maniere lui contester 
la prioritd. 

OEuvres de C, — S. Il, t. XII. 
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mules d’interpolation qui servent a d6terminer une fonction entierede 
sinaretde cosa;, quand on connait un nombre sulfisant de valeurs 
particuli^res de cette meme fonction ; 4“ plusieurs developpements 
nouveaux de^la fonction R, avec des formulas propres non seulement 
kfournirles termes g6n6raux de ces developpements, mais encore a 
determiner les limites des erreurscommises quanH on conserve seule- 
ment certains termes en n6gligeant tous ceux qui les suivent. Je 
montre aussi dans quels cas Tun de ces developpements doit etre 
employA de preference a I’autre. Ainsi, en particulier, si Ton demande 
les perturbations produites dans le mouvement d’une planete par une 
autre planAte, situee a tres peu prAs a la meme distance du Soleil que la 
premiAre, le.dAveloppement employe jusqu’ici par les astronomes 
devraetre rejete, etilfaudra lui substituer un des autres dAveloppe- 
ments ci-dessus menlionnes. On devra done recourir a ces nouveaux 
developpements dans la thAorie des petites planfetes, quand on recher- 
chera les inegalites qui dependent de leurs attractions mutuelles. 

Au reste, si I’AcadAmie attache quelque prix aux travaux donl je 
viens de I’entretenir, je pourrai sous peu de temps lui ofFrir d’autres 
Memoires dans lesquels je montrerai d’une part comment on pent 
appliquer le calcul des rAsidus la theorie du developpement des 
fonctions implicites, et de I’autre comment on peut s’assurer de la 
convergence des sAries qui reprAsentent les integrales des equations 
differentielles lineaires ou non lineaires, et fixer les limites superieures 
aux modules des restes qui complAtent ces memes series. 

FORHULES POUR LE DiTELOPPEHENT DES FONCTIONS EN S£RIES. 

Calcul des limites ('). 

Soient p un arc reel et n un nombre entier. On trouvera, en suppo- 
sant 71 > o, 

I— — 

(i) / rf/? = o, 


(1) Le Memoire qu’oa va lire est une partie de celui qui a M lithographie k Turin 
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et, en supposant n = o, 

( 2 ) / dp = 2 t:. 

J—TZ 

Soil de plus 

une fonction entiere de la variable x. Si Ton attribue a cette variable 
une valeur imaginaire x dont le module soil X, en sorte qu’on ait 

on tirera des formules (i) et ( 2 ) 

y f(x)dp — y = 2 

on auradonc 

(3) f /(jj)<3?/> = 27r/(o). 

J—Tv 

II est d’ailleurs facile d’etendre la formule (3) au cas ou f\x) cesse 
d’etre une fonction entiere de x. En effet, on a g^neralement 

Dx/(x)= — 

Or, si Ton integre les deux membres de I’equation precedente : 1 ° par 
rapport k X et ii partir de X = o; 2 " par rapport a p entre les limites 


en i832. Nous le reproduisons ici tei qu’il a dtd publid k ceite dpoque. Seulement, dans 
r^nonce des conditions sous lesquelles subsiste la formnie (3) et, par suite, dans les 
6nonc6s des th^or^mes IT, III et VII, nous avons eru devoir, par la raison que nous avons 
d6j^i indiqu^e ailleurs (vo/r, dans le Tome I de cet Ouvrage, la fin -de la Note Sur 
I'intigration (les Equations differentielles des movements planetaires, p. Sa) (<*), men- 
tionner, avec les fonctions etc., leurs ddriveesdu premier ord re, et ajou- 

ter en consequence au texte du Memoire litliographid quelques mots que - nous avons 
places entre parentheses. De plus, pour simpliGer les notations, nous d6signons souvent, 
comme nous I’avons fait dans plusieurs circopstances, les derivees d’ une fonction rela- 
tives h diverses variables a?, j, ^ Taide des lettres caraet6ristiques Dj;, Dy, 

en 6crivant, par exemple, 

Dx/l jc) au lieu de -■ {J'j- • 


(a) (Eiivres de Cauchy^ 2 ® serie, t. XI, p. 5o. 
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jo = — Tt, /) = t: ; et si Ton suppose que la fonction de X et de p, repre- 
sent6e par/ (ay), reste jGnie et continue (avec sa derivee), quel que 
soil p, pour la valeur attribuee a X et pour une valeur plus petite, on 
retrouvera pr^cisement la formule (3). 

D’autre part, comme OTizdx = xdp\l— i, si les fonctions d6riv6es 

/'(^), /''(7) restent elles-memes finies et continues 

pour la valeur attribute a X et pour des valeurs plus petites, il suffira 
d’appliquer I’integration par parties a I’integrale 


pour en conclure 



dp. 



ou, en vertu de la formule (3), 


(4) 




Si la fonction /(a?) s’evanouit pour une valeur nulle de x, I’equa- 
tion (3) donnera simpleraent 

(5) / f(x)dp = 0. 

Des formules (3), (4), (5) on peut aise.ment deduire, comme on va 
le voir, celles qui servent a d6velopper une fonction explicite ou 
implicite de la variable x en une serie ordonnee suivant lespuissances 
ascendantes de cette variable. 

Si, dans la formule (5), on remplace/(ar) parle produit 

^ — a? 
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X etant different de ar, et le module de x inferieur a X, on en oon- 
clura 


r -^j L ^) .cip= r%Iif^dp=f{x) + C 

/_c X — X -J-TcX — X ''—Tz\ X X* 



2r/(x). 


et par suite on retrouvera la formula connue 


(6) 


Ax) = 


-L r^iifidp. 

211 X — X 


L’equation (6) suppose, comme les equations (3) et (5), que la 
fonction de X et de /? represent6e par f (x) reste finie et continue pour 
la valeur attribuee X et pour des valeurs plus petites. 


Comme le rapport est la somme de la progression geome- 

X — X 


trique 


X .r® 

I, z=J =-? • • • ? 

X x^ 


qui e?st toiijours convergente, tant que le module de ^ reste inferieur 
au module Xde^; ilsuitde la formule (6) que/(a;) sera develop- 
pable en une s6rie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, 
si le module de la variable reelle ou imaginaire x conserve une valeur 
inf^rieure a celle pour laquelle la fonction f(^x) (ou sa derivee du 
premier ordre) cesse d’etre finie et continue. Ainsi, en particulier, 
puisque les functions 

cosx, sinx, e®, c®’, cos(i — x’), ... 


(et leurs deriv6es du premier ordre') ne cessent jamais d’etre finies et 
continues, ces functions seront toujours d6veloppabIes en series con- 
vergentes ordonnees suivant les puissances ascendantes de x. 

Au contraire, les fonctions 


(n-a?)*? 


X 


-x’ i-t-y/i — X* 


qui, lorsqu’on attribue a x une valeur imaginaire de la forme Xe^^' 
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cessent (avec leurs d6riv6es du premier ordre) d’etre fonctions con- 
tinues de oc, au moment oii le module X devient egal k i , seront cer- 
tainement d^veloppables en series convergentes ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de la variable ce, si la valeur r6elle ou imagi- 
naire de a? offre un module inferieur a I’unite; mais elles pourront 
devenir et deviendr.ont en effet divergentes, si le module de ar surpasse 
I’unite. Enfin, comme les fonctions 

e*, r* , cos— > •• • 

a: 


deviennent discontinues pour une valeur nulle de a?, par consequent 
lorsque le module de a; est le plus petit possible, elles ne seront 
jamais developpables en series convergentes ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de a?. 

II suit encore de la formuIe(6)que, dansled§veloppement de /(a?) 
suivant les puissances ascendantes de a?, le terme g6n6ral sera 


( 7 ) 


-L •/oo(o). 

1 . 2 . 3 . .«•' 


Done, lorsque la function f{x) sera d6veloppable en s6rie conver- 
gente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, on aura 

(8) /(^)=/(o) + f/'(o)-i--^/'(o)H-..., 


conformement au th6or^me de Maclaurin. 

Si Ton nomme \ le module de x, et A /’(•■») lalimitedu module /’(a?), 
e’est-k-dire la plus grande valeur que ce module puisse acqu6rir 
quand on y fait varier Tangle p sans changer le module X, le premier 
membre de la formula (y) aura (') un module inferieur k 

( 9 ) 

(*) Comme le module de la somme + -54-... ne peut surpasser la somme des 
modules de a?, -3, . . . {yoir les Exercices de Mathematiques), si Ton designe par 

'm{x) unefonction r^elle ou imaginaire d’une variable a?, par a, b deux valeurs particu- 
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c’est-a-dire au terme general de la progression geom^triquc qui a 
pour somme 

(lo) 

Done, le reste de cette progression geometrique, savoir 

surpassera le reste de la serie convergente qui represente le d^velop- 
pement de /(a?). On pourrait encore arriver a la meme conclusion de 
la raanifere suivante. 

On a generalenaent 

. x X a?" 

= = I -h — + = h • • • -r = — - "-1“ — , /— T* 

Par suite, la formule (6) donnera 
/(a.) =/(o) 4- ^/'(o) +. . . + 

4-jLr =-^ — -jKx)dp. 

2 (a: — x) 

Done le reste de la serie de Maclaurin prolongee jusqu’au n‘*“* terme 


litres de ar, rfielles et propres & verifier la condition « < 5, par n un tr 6 s grand nombre, 
etpar i le rapport — > I® module da produit 

ne surpassera pas le produit de tw' = i — a par le plus grand module que nr(j;) puisse 
acquirir, quand on fait \arier x entre les limiles x = a, x = in- jw’ ; el par consequent ce 
plus grand module sera une limite supdrieure au quotient qu’on obtient en divisant par 

h—a I’integrale ^ ®(x)<£r.'Donc aussi le plus grand module du rapport ^/(^)> 
I’expression ( 9 ), surpassera le quotient de { =^/C®) dp par ax. 
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sera 

( 12 ) 


_L 

2 w — .r) 


Or, le module de la fonction renfermee sous le signe J dans I’inte- 

grale (12) 6 tant inferieur a I’expression (i i), il est clair qu’on pourra 
en dire autant de I’integrale meme. 

En r^sumant ce qu’on vient de dire, on obtient la proposition sui- 
vante : 


THfiORfiME I. — La fonction /’(a?) sera developpable par la formule 
de Maclaurin en une sdrie convergente ordonnde suivant les puissances 
ascenda/Ues de x, si le module de la variable reelle ou imaginaire x con- 
serve une valeur infdrieure a celle pour laquelle la fonction (ok sa 
ddrivde du premier ordre') cesse d’dtre finie et continue. Soient X cette 
derniire valeur, ou une valeur plus petite, et x une expression imaginaire 
qui offre le module X. Les modules du terme geniral et du reste de la 
sdrie de Maclaurin seront respectivement infdrieurs aux modules du terme 
gdndralet du reste de la progression gdomdtrique qui a pour somme 

(i3) 


par consdquent au terme gdndral et au reste de la progression geome- 
trique qui a pour somme I’expression (10), ^ ddsignant le module de X. 

De m^rae, si Ton designs par f {x,y,s, une fonction des 
variablesa;, j, s, ...,par^, 7 > s, ... des valeurs imaginaires attributes 
a ces variables, par X,Y, Z, ... les modules de x,y,z, ... et par 
S.f{x,y,'z, ...) la limite du module de f[x,y,z, ...), c’est-k-dire 
la plus grande valeur que ce module puisse acqutrir quand on y fait 

varier les rapports imaginaires y’ changer X, Y, Z, .... 

on ttablira facilement la proposition suivante : 


Th^orRme II. — La fonction f{x,y, s, ...) sera ddveloppable, par la 
formule de Maclaurin dtendue au cos de plusieurs variables, en une sdrie 



ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. 65 

convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x,y. s, 

SI les modules des variables reelles ou imaginaires x, y, s, ... conservent 
des valeurs infineures a cedes pour lesquelles la fonction {pu Vune de ses 
denvees du premier or dr e) cesse d'itre finie et continue. Soient X, Y, Z, .. . 
ces derniires valeurs ou des valeurs plus petites; etx,y, s, ... des 

expressions imaginaires qui offrent pour modules X, Y, Z, Les 

modules du terme general et du reste de la serie en question seront 
respectivement infirieurs aux modules du terme gdneral et du reste de la 
sirie qui a pour somme le produit 


( 4 ) 


X Y Z 
H-x Y — y Z-z 


A/(^ 


•X 


par consiquent au terme gdneral et au reste de la sdiie qui a pour 
somme 


(i5) 


X Y Z 
X-e Y-yj Z-? 


A /(.a;, y, 


..X 


Y), ^ dtanl les modules de x, y, s 

Telles sont les propositions qui, dans le calcul des limites, servent 
de base i la theorie du d6veloppenient des functions explicites d’une 
ou de plusieurs variables x.,y,z, ..., suivant les puissances ascen- 
dantes de ic, y', 3 , — Observons au reste que le th^oreme I peut*etre 
appliqu6 meme au d6veloppement des functions de plusieurs variables; 
car, pour developper/(a7, j, z, ...) suivant les puissances ascendantes 
d&x,y, z, ..., il suffit de developper, suivant les puissances ascen- 
dantes de a, la fonction 

f{<xx,ocy, acz, ...) 

OU m6me la suivante 

/(a*a?, a*y, a*' 5 , . . .), 


K, ¥, ... 6tant des nombres entiers quelconques, et de poser ensuite 
a = I. En operant de cette maniere, on prouvera sans peine que, si 
dans le d6veloppement de f{x,y, z, ...) on neglige les termes oti les 
exposants n, rd, n", ... A.ex,y,z, ... verifient la condition 

( 16 ) nk + n' hi + h’ k’ + ...^h 

OEwnt de C. — S. II, t. XII. 
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(4 etant un nombre entier donne), I’erreur commise ou le module de 
la somme des termes negliges ne depassera pas 

( ' 7 ) ^ )’ 

A d^signant le module de a, et ce module etant superieur a I’unite, 
mais choisi de manifere que la function 

/( «*a:, «*'/, . . .) 

reste finie et continue pour ce meme module de a ou pour des modules 
plus petits. Dans le cas od les nombres k,k',k", ... se reduisent a 
I’unite, la condition (i6) donne simplement 

( 1 8 ) ’ H + 72^ “H ■+• • . • ^ , 

et I’expression (17) se r^duit elle-meme k 

(19) • • •)• 

La determination de limites sup6rieures aux restes des series qui 
representent les developpements des functions explicites se trouve 
r^duite, par les theor^mes I et II, a la determination des quantites de 
la forme 

(20) A/(^) OU Xfix.y.z,...). 

On pourrait meme a ces quantit6s en substituer d’autres qui seraient 
evidemment plus grandes. Or, il est generalement facile de determiner 
ou les valeurs exactes des expressions (20), ou du moins des nombres 
qui surpassent ces valeurs. Ainsi, par example, si Ton designe par a 
une quantite positive et par e la base des logarithmes neperiens, en 
prenant successivement pour / (ar) les fonctions 

- j 

X ^ 


a±ix^ ax^ 


a**, 
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on trouvera 

j A(fl + j;) = A(fl — = a + 

|A(ax)=:rtX, 

(21) i \xj A 

A e* = A e-* = A c* A e-® v ^ = e^, 

Aa®i= \a~^—\a^'f^z=i Aa~®v'^= a'. 

De meme, en prenant pour f{x) les fonctions 

et supposant X •< i, on trouvera 

I A(i + j*)“ — A(i — x)“ =(n-X)“ 

(22) \ _ 

I A(i-x)-“=A0-x)-“=(i-X)7». 

Si Ton prenait f(x) = smx, le carre du module de /(a7; = sina; 
serait le quart du trinome 

g2X.inp_j_ g-SXslnp _ 2 COS ( 2 X COSJO ). 

Or il suffit de faire varier Tangle p entre les limiles p = o,p = ^, 
pourque ce trinome acqui^re toutes les valeurs qu’il peut recevoir; 
et, comme sa deriv^e relative a p est le produit de 8X-sin/>cosj:) par 
la difference 

gSXsinp — g-2Xrtn/) sin(2XC0Sp) 

4Xsinjo 2 Xcos^ ’ 

qui reste toujours positive, puisque le premier terme est superieur et 
je second inf6rieur a Tunit6 ('), il est clair que le module de sina? 
croitra sans cesse depuis p = o jusqu’a Done Asina; sera le 


(') On a effecUvement, pour des valeurs rdelles de x. 


e«— 

iX 


x' X* ^ 

m 1.2. 3. 4 . 5 ‘ 


et 


si no? 

X 


< I 
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module de sin iP pour a; = Xe* en sorte qu’on aura 


A sina;: 


(23) 


on trouvera de m^me 




AcOS;a? = 


On aura par suite 


(24) 


A sin(aziid?)£ \/cos^ a ■ 


-\/sin*a, 


I _ gX_g-X 

I A cos ( <2 ib^)£ /cos®« H v/sin^dj;, 

2 2 


Soient encore u, v, w, ... des fonctions des variables a;,y, s et 

u, V, (V, ... ce que deviennent u, v, w, ... quand on y remplace x 
par ar, / par/, s par z, .... On trouvera 



[ A.( u±v ’±iw±, , 

.)^Am + A(^ . 

(25) 

j A(fnMv 

.)5Aii.A(^.Aiv 

( 26 ) 

( Ae“'^£ 2 Acosw, 





Pour faciliter la recherche de quantites 6gales ou sup6rieures h 
A/(aj), kf(x,y,&), il est utile de consid6rer non seulement les 
plus grandes, mais encore les plus petitesvaleurs que puissent acque- 
rir des fonctions de ac,y,&, ... quand on fait varier les rapports 

Y> 2’ •••• Concevons que, les plus grandes valeurs etant toujours 

indiqu^es k I’aidede la caracteristique A, on designe les plus petites k 
I’aide de la m6me caracteristique suivie d’un accent, ou de A'. On 
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X<«. 

X>a, 


trouvera, en supposant a positif, 

A'(fl!H-a?) = A'(a — ip) = a— X pour 
A'(ar-ha;) = A'(a — a:) = X — a pour 

(27) {h:{ax) =aX, A'('-|^ = |, 

A' e® = A' e-® = A' e® = A' e-® v'^ = e-^^, 

A! 0?°— A'a~®= A'a®'^= A'a~®*'^= of*, 

C A'Ci+i^)* =A'(i-^/ =(I-X)“ ) 

i — - / pour X< I, 

( A'(n-a;)““ = A'(i— a;)““=(n-X)-» ) 

(29) A' sinj: = sinX, A'cos^ = cosX, 

(30) A'(uvw.. 


(28) 


On aura d’ailleurs 
(30 


r A'<» (» “ Ar 


( 32 ) 


A'(i< ± <’)tA' u — At' si A'«>Ai^, 
A'(«^ ±: (^) 2 AV — Att si A'('>-At<, 


Supposons qu’k I’aide de ces diverses formules on veuille calculer 
par exemple une limite 6gale ou sup^rieure k 


p 

X — u 


en supposant A«-<X. On trouvera successivement 

At’ 


et 

puis on en conclura 

(33) 


A^^<- _ 

X — « A'\x — «) 

A'(^ — m)>X-A«, 




X — u X — A« 
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Lorsqu’a I’aide de formules semblables a celles qui precedent on a 
determine les quantites ( 20 ) oudesquantites6videmmentplusgrandes 
et qu’on pent leur substituer sans inconvenient, il convient de choisir 
les modules X, Y, Z, . . . desquels dependent ces memes quantites, de 
maniere que les limites superieures aux modules destermes generaux 
des series que Ton considere et des restes qui completent ces series 
acquierent les plus petites valeurs possibles. 

Observons encore que, dans la recherche d’une limitesuperieureau 
module du reste qui complete ledeveloppementde /(a?), onpeutsubs- 
tituer a la formule (ii) la plus grande valeur que puisse acquerir le 

module de la fonction renfermee sous le signe j' dans I’integrale ( 12 ), 

c’est-a-dire la quantite representee par la notation 



En prenant cette dernifere quantite, au lieu de la quantite (i i), pour la 
limite dont il s’agit, on diminuera souvent la valeur de cette limite, 
attendu qu’on aura generalement 


( 35 ) 







Mais d’un autre c6te, le ealcul de cette meme limite deviendra plus 
difficile. Il semble que pour cette raison on devra ordinairement pre- 
ferer la formule (ii) a la formule (34). 

Lorsqu’on a determine la quantite (34) en fonction de X, il convient 
de choisir X de maniere que cette quantite devienne la plus petite 
possible. Alors I’expression (34), consideree comme une valeur parti- 
culiere du module de la fonction 



est tout a la fois un maximum maximorum dece module, relativement 
a Tangle/), etun minimum relativement a X, ou ce que nous avons 
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nomme dans un autre Memoire \c module principal de la function (36) 
(voyez le Tome VIIl des Memoires de I'lnstilut) (' ). 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’eta- 
blir, prenons successivement pour/i x) les deux fonclions 

e*, (iH-j:-)"*, 


qui, comme on I’a vu, peuvent etre developpees en series convergentes 
ordonndes suivant les puissances ascendantes de 07, la premiere, quel 
que soito 7 , la seconde, lorsque le module de x est inferieur a I’unite. 
Les expressions ( 9 ) et (ii) deviendront, pour/(o 7 ) = e^. 


( 37 ) 


'cn 

^ «X * gX 

x“ ’ x»-‘(x-£:) ’ 


et pour /(«) = ( ' + 


( 38 ) 




X'‘(1 — X)"’ X'*-‘(X — ') (1-X)« 


La premiere des expressions ( 37 ), consideree comme fonction de X, 
acquiert la plus petite valeur possible, lorsqu’on suppose X = «, et 
alors ces expressions se reduisent a 



Done les quantites (Sg) sont des limites superieures aux modules du 
terme general de la serie qui represente le developpement de et du 
reste qui la complete, ^ designant le module de x. Pareillementla pre- 
miere des expressions (38), consideree comme fonction de X, acquerra 
la plus petite valeur possible, lorsqu’on supposeraX = 7 ^’ et alors 
les expressions (38) deviendront 

’ /^(I — — a; 

Done les quantites (4o) sont des limites superieures aux modules du 


(1) QEuvres de Cauchy^ i** serie, t. II, p. 3i. 
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terme general de la serie qui represente le developpement de (i -f-a?)"" 
et du reste qui la complete. 

Concevons maintenant que Ton prenne pour /(a;) une fraction 
rationnelle, en sorte qu’on ait 

F(a?)’ 

f(a 3 ) et F(a;) d6signant deux fonctions entieres de x. Soit d’ailleurs p 
le plus petit des nombres p, p', p", ... qui repr^sentent les modules 
des racines de I’equation 

F(ir)=o. 

On conclura des principes ci-dessus exposes : i° que Infraction ration- 
nelle sera developpable en une serie convergente ordonnee sui- 

vant les puissances ascendantes de cc, tant que le module \ de la variable^c 
sera inf^rieur k p ; 2 ° que, si Ton attribue a X une yaleur intermediaire 
entre S et p, le reste de la serie olFrira un module inf6rieur au pro- 

duit _ 

4 f(^) 

D’ autre part, comme, en appelant K la valeur numerique ou le module 
de F(o), on aura 

4 f(^) Af(g) 

^F(^)= K (P-X)(p'-X)(p''-X)...' 

il est clair que le module du reste de la serie sera encore inf6rieur au 
rapport 

pp'p".. .|'‘Af(x) 

KX»-‘(X-|)(p-X)(p'-X)(p«'-X)... 

Parmi les valeurs qu’on pent attribuer k X, il serait difficile de ealculer 
celle qui fournit le mimmum du rapport dont il s’agit, ou m6me le 
maxirnwn du produit 


X»-‘(X-^)(p-X)(p'-X)(p'-X).... 
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Mais on determinera sans peine les deux valeiirs de X qui fournissent 
les maxima des deux produits 

X-Hp-X), {X-f)(p-X); 


et ces deux valeurs feront connaitre deux limites superieures au module 

f f ) 

du reste de la serie qui repr^sentera le developpementde 

Si, au lieu de prendre pour /(a?) la fraction rationnelle 
on supposait 


a 6tant un nombre fractionnaire on irrationnel, un module de x inf6- 
rieur a p rendrait encore la fonction developpable en une 

serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, 
pourvu que le nombre p designat le plus petit de tous les modules 
appartenant aux racines des deux equations 

f(d:) = o, F(ir) = o. 


Alors aussi le reste de la s6rie 
duit 


2 " 

X“-‘(X 


olfrirait un module inferieur au pro- 



Si, pour fixer les id6es, on suppose 
f(a!) = i, F(a:) = i — 2xcos5 -hx^= (x — e®''-*) (x — 

0 6tant reel, on trouvera p = i; et Ton en conclura que tout module 
de X inferieur a I’unit^i rend la fonction 

(l — 2 JC cosd -h iC®)'"* 

developpable en une serie convergente ordonnee suivant les puissances 
ascendantes de x; ce que Ton savaitd^ja. (Voyez un M6moire de M. La- 
place et une Note de M. Plana inser^e dans le XIV® volume de la Cor- 
respondance astronoirdque de M. de Zacb). On reconnaitra aussi que le 

OMupres de C, — S. II, t. XII. 
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resle de la s6rie olfre un module inftrieur au rapport 


X"-'(X-S)(I -X)-" 


et, par suite, auxdeux norabres 

(,i 4- a a — I )"-*■*“ (a a + (i — '•‘t" 

(« — i)®-*(2a)*“ (« — i) (i — £) — sa^’ (a«)*' (i-t-aa-)""' 


qui representent les valeurs du meme rapport correspondant aux 
valeurs maxima des produits 


X"-‘(i-Xr®, (X — 0(1-X)‘“. 


Avant de passer a la th6orie du d6veloppement des fonctions impli- 
cites, nous ferons remarquer que I’exposition des principes ci-dessus 
^tablis peut etre simplifiee a I’aide du calcul des r^sidus. En effet, les 
formules (i), ( 2 ), (3), (5). (6), (8), qui d’ailleurs 6taient d6jk con- 
nues, se trouvent toutes comprises dans une des formules fondamen- 
tales que pr^sente le calcul des residus, et que Ton peut 6crire comme 
il suit 


a,) = 




9 (a:) etant une fonction qui conserve une valeur unique et d6termin6e 
pour toutevaleurreelleouimaginairedea? correspondant aun module 
renferme entre les limites o, X. 

Soit maintenant June fonction implicite de sc, determinee par une 
equation de la forme 

(42) /(a:, 7) = o, 


et b une valeur de j qui corresponde a une valeur particuli^re dea;. Si 


(1) Pour plus de simplicity, nous remplacons iei les doubles parentheses du calcul des 
rdsidus par deux crochets trapezoi’daux. De plus, a la suite du dernier crochet, nous pla- 

Qons la variable k laquelle se rapporte le signe ainsi que M. Blanchet Ta fait dans ses 

derniers M6moires, en adoptant notre noiivelle notation. 
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I’on fait 

(43) y = 6 + 
r^quation (42) deviendra 

(44) /(a:, 6-H3 )z=o. 


Cela pos6, designons par la derivee de prise par rap- 

port a j, en sorte qu’on ait identiquement 

(45) y (j;, j) = £Z^J1). 

Supposons d’ailleurs que I’equation (44) admette une seule racine 
reelle ou imaginaire s dont le module soit inferieur a Z, que la fonc- 
tion/(a;, d-hs) conserve une valeur unique etdetermineepourtoute 
valeur reelle ou imaginaire de 5 qui offre un module 6gal ou inferieur 
aZ, et que, pour une semblable valeur de 5, lafonctionF(7) = F(6-+-5) 
ne devienne jamais ni discontinue ni infinie. On aura 


(46) 


F(7) = 


{0i^(-5C' 


x(j^, d-hs) 
/(X, b -i-s) 



le signe se rapportant k la variable s. D’autre part, si Ton designe 

par s une expression imaginaire dont le module soitZ, en sorte qu’on 
ait 


(47) 


s = Ze5’v'^, 


q repr6sentant un arc r6el, la formule (4i) donnera 

f{x, b->rs) 


!;C. ^ '-0.= 


Done Tequation (46) pourra etre reduite a 


On peut au reste d6duire directement la formule (49) de I’equation (5), 
en operant comme il suit. 
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Lorsqu’on suppose les deux termes du binome 


y { x, b + s) 
fU b + ~z) 




=) 


F(& + J) 


deviennent iniinis ; mais ce binome lui-meme acquiert generalement 
une valeur fmie, savolr ; 


Done, si le module Z de 3 est choisi de maniere a remplir les conditions 
precederament enonc^es, savoir : 1 ° que I’equation (44) admette une 
seule racine dont le module soit inferieur a Z; 2 ° que la fonction 
F (i + 3 ) ne devienne point infinie ou discontinue pour un module de 
s 6gal ou inferieur a Z, le produit 


(DO) 


6 -t- 3 ) 

/(^,b + z) 


F ( ^ -f- 3 ) — 


F(b + z) ' 
^ 


restera fonction continue de Z et de ^ pour la valeur attribute k Z ou 
pour une valeur plus petite. Or, si, dans requation(5), on remplace x 
par z, et la fonction /(x) par le produit (5o), on trouvera, en prenant 
pour 3 la racine de I’equation (44 )» 

f z F(6 + 3 ) = F(6 + 3 ) r = 27:F(6-|-3) = 2i:F(y), 

f{x,b-i-z) — s 


et Ton sera ainsi ramen6 k la formula (49)- 
Lorsque, dans la formule (49)» on pose F( 7 ) = i, elle donne 


(50 


f{x,b + ~z) 


dq = 


r. 


Lorsqu’on y suppose au contraire 


on en conclut 


F(y)— 7 , 



ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. 


77 


puis, en ayantegard a I’equation (5i), 


( 53 ) 


y = b + — 

27: 



f{x.b+~z) 


dq. 


Si Tequation (44) admettaitm racines egales ou in^gales dont Jes 
modules fussent inferieurs a Z, en designant par s, s,, . . . , ces 

memes racines, et parj, ji, Ja, . . . , _r„_, les racines correspondantes 
de r^quation (42), on trouverait 


(54) 


F(r) + F(r.)^-... + F(7„_.) = 


(2) pf’') ^ y^x.b + s) 
,o)<--,_n)\/(‘», 6-t--) 


F(6 + s)j_; 


puis de cette derniere formule, combin6e avec Tequation (48), on d4' 
duirait la suivante 


( 55 ) ¥{}■)■ 




qu’on peut etablir directement aussi bien que requation.(49). Si, dans 
la formule (55), on pose F (j) = i , elle donnera 


( 56 ) 


_L ^+f) 


dq = 


m. 


Si Ton pose au contraire F ( v) =7, on trouvera 


(5?) 


y -f- Ji 4-/2-+- . . . 4-ym-i 



f{x, b-h-z) 


puis, en ayant egard a i’^uation (56), 

( 58 ) y+yi+yi-h...+y^-i = mb + -^£^ 


f{x,b-^z) 


Nous montrerons tout k I’heure comment, a I'aide des formules (53), 
(58), (49) et (55), on peut developper les functions impllcites de la 
variable x en series ordonnkes suivant les puissances ascendantes de 
cette variable. Mais auparavant il importe d’6tablir une proposition 
digne de remarque, et qui peut etre employee tres utilement quandon 
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veut determiner le nombre des racines de I’equation ( 44 ) qui offrent 
un module inferieur a Z. Voici I’enonce de cette proposition : 

TufeORfeME III. — Soil m le nombre des racines de I’equation 

(09) /(o, d + 3)=0, 


qui offrent des modules plus petits que Z. Supposons d’culleurs : 1° que, 
pour des modules de x et de z respectivement infkrieurs a \ et a Z, la 
fonction f {x,b -h z) obtienne toujours une valeur unique et deter- 


minee; 2° que, Z etant le module de z, le logarithme nepirien du rapport 
/(x, 6 4- s) 

on 

/(o. b + z) 

(60) '44^- 

/(o, b -¥■ z) 


soit developpable en une serie convergente ordonnee suioant les puissances 
ascendanles de X, pour tout module de x infirieur a X. ^our un sem- 
blable module de X, I’iquation (44) offrira elte-mime un nombre m de 
racines dont les modules seront plus petits que Z. 

Demonstration. — En elTet, admettons que, pour un module de x 
inferieur a X, on puisse developper 

[ /(■^- t> + S) 

/(o, b+ z) 

en une s6rie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes 
de X. On aura 

(67) =a?i<i-+-X*K,+ . 

/(o, b-^z) 

Wo MaJ «a5 ••• 6tant des fonctions de z qui pourront s’exprimer au 
moyen des valeurs que prennent la fonction f{x, 64- s) et ses deriv6es 
relatives k la variable x quand x s’evanouit. Or on tirera de I’kqua- 
tion (61) 

x(j. t>-i-s) _ x(o, & + g) ^ ^dui ^ ^ 

/(o, 6-1-3) dz cfz 


(62) 


* •> 
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puis, en integrant par rapport k q, entre les liinites 

^ = TT, ^ 7:, 

les deux metnbres de la forraule (62), multiplies par 


zdq = 


V — I 


:dz. 


et observant d’ailleurs que, prises entre ces liinites, les infegrales 
rduxj- - r diu 

I -7=- a- = Ml + const., I — = M.-i- const., ... 

J dz Jdz 


s’evanouissent, on trouvera 

d—Ttf{z;,lf + z) /(o, 6 -t- -) 

ou, ce qui revient au meme, 

(63) 




De cette derni^re formule, combinee avec la formule (56), il resulte 
que, dans Thypothese admise, le nombre des racines qui offriront des 
modules inferieurs a Z sera le meme pour I’equation (44) et pour I’e- 
quation (09), ce qu’il s’agissait de demontrer. 

Lorsqu’une seule racine de I’equation (Sg) presente un module infe- 
rieur a Z, alors, en supposant remplies les conditions enoncees dans le 
theoreme III, on peut affirmer que I’equation (44) offre pareillement 
une seule racine dont le module soit inferieur a Z. 

II est bon d’observer que la demonstration donn6e ci-dessus du theo- 
reme III repose enti^rement sue la formule (62); et, comme cette for- 
mule subsiste toutes les fois que, pour un module de j;inferieurkX, le 
rapport 


(64) 


/(*■) -i- z) 


est developpable en une serie convergente ordonnee suivant les puis- 
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sauces ascendantes de x, il est clair que Ton peut, au theoreme III, 
substituer la proposition suivante : 

Theoreme IV". — Soil m le nombre des racines de Vequation ( 5 g) qui 
offrentdes modules plus petils queZ. Siipposons d’ailleurs : que, pour des 
modules de X et de s respectivement inferieurs a \ el d Z, la fonction 
fix, b 5) ohlienne toujours line valeur unique et determinee; 2° que, 
pour un module de x inferieur d X, le rapport (64) soil developpahle en 
une serie convergente ordonnee sidvant les puissances ascendantes de x. 
Pour un semblahle module de x, V equation (44) offrira elle-mhne un 
nombre m de racines dont hs modules seront plus petits que Z. 


Concevons a present que I’on integre, entre les limites — it, 
^ = TT, la formule (62), apres avoir multipli^ les deux membres, non 
plus seulement par sdq, mais parle produil 

F(b + s)sdg = -^F(b + z)dz, 

v-» 


la fonction F (7) = F (A -H s) 6tant choisie de manifere que F (6 + 5) 
reste finie et continue pour un module des6gal ou inferieur a Z. Alors, 
en posant pour abreger 


(65) 


du„ 

dz 


<^711 


puisayantegarda r6quation(55), et d6signant par 6, 6,, 
celles des racines de I’equation 

(66) /(o,7) = o 

qui correspondent k des modules de s plus petits que Z, on trou- 
vera 

(67) F(7) + F(7,)+--- + F(7/«-i) 

= F(S) +F(6,) ^... + F(S„_.) + ^ rr;lF(b + ~z)dg 

De plus, comme, « 6tant un nombre entier quelconque, I’int^gration 
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par parties donnera 

J'F^b -i-s)dun=: UaF(b s) —J" F'(b-i-s)ds, 

ou, ce qui revient au meme, 

et par suite 

f F(b-i-s)v„sdg=— r UnsF'(b + z)dq, 

'-—■a J--X 

on trouvera encore 

(69) F(J) + F(/,)+...-hF(7„_,) 

= F(€) h-F(S,) -)-... + F(c,a_,) — f UizF'{b + z)dq 

— ^J UizF'(b + z)dq-.... 

Les valeurs des integrales que renferment les equations (67), (69) 
peuvent ^tre aisement determinees k I’aide de la formule (48), de 
laquelle on tire 

— / v,zF(b+z)dq= ^ F{b+z)[,<„U 

— / -u-zF\b-r~z)dq= I F'(6 + -)(«„)„ 

«„ et (»„ designant ce que deviennent «„ et quand on y remplace s 
par 5, ou, ce qui revient au meme, les coefficients de of dans les deve- 
loppements des expressions 

/(JT, b + z) 

/(o, b-hz)’ 
yjx, b-hz) 

/(«, 6-hs)' 


(70) 

-(70 


Cela pose, les formules (67), (69) donneront 

(72) F(7) + F(y,) +... + F(7„_t) 

= F(6) +F(S,)+... + F(S„._,) + ^ 


(Z) -W 

■x* / F(6- 


0 


OSuvres de C, —• S- H, t. XII. 


II 
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et 

(73) + 

= F(6) -t-F(S,)-i-... + F(e„,_,) — ^ F'(6 + 5)(w,). 

(0) ^-1^) 

^ (TC) 

/ F'(6 4-3) («,),-•■•■ 

Si, dans les fbrraules (C9) et (73), on prend F (7) = i . on se trouvera 
immediatement ramen( 5 i au theor^me III. Si Ton prend, au contraire, 
¥{y) =7, les memes formules donneront 

(74 ) 74 - 7 i 4 -.. . 4 - 7 /b-i ^ 

= 6 + 8, + . . . + 8,., - i/’:.:- rf? - ^ jT^.^ <<? — ■ 

et 


(Z1 


( 73 ) ,V-t-7i4-. ..4-Jy«-i 

= S 4-8,4-. ..4-6«,-,-j; y ("Os— A, (“Os----- 

Si maintenant on suppose qu’une seule racine do I’^quation (Sq) 
offre un module inf^rieur k Z, et que cette racine soit precisement 
6gale a zero, on aura m s= 1, S = et les formules (67), (69), (73), 

(74) , (70) se r6duiront k 


(76) 



+-f 

27r 

(77) 



r 



(78) 

<*> r 

V{y) = F{b)-x 1 


( 0 )^ 

(79) 

jL‘ r'^ 

V=zh / u^sdo’ 

(80) 

IZ) (TU) 

(“0 


F'(6 + 3)(m,) = 

) 

F(6-+-3)(«,)s- 


(Z) -(’ll 

■a;* (mj)s— •••• 



ET SUR LE CALCUL RES LIMITES. 


83 


Les formules (67), (69), (72), (73), (74), (75), (7G), (77), (78), 
(79), (80) fournissent, sous les conditions ci-dessus enoncees, les 
developpements des fonctions implicites de x repr^sentees par y et 
F (7), ou par 

y +^ 1 + ■ ■ ■ + ym-i et F(j) 4 - F( 7 j) - t- . . . -hF ( 

en series convergentes ordonn^es suivant les puissances ascendantes 
de ar. Observons d’ailleurs qu’en vertu des formules (76) et (67), le 
coefficient de of dans le developpement de F(v) ou de 

F(y) + F( 7 .) + ...+F(7„,_.) 

offrira un module inferieur au module maximum du produit 

qui est lui-m^me le coefficient de af dans le developpement de la fonc- 
tion 

(81) 

f{x,bJrS) 


On pourrait, dans les formules (46), (49), (54). (55), et dans 
celles que nous en avons d^duites, remplacer F (7) par F (x, 7), la 
function 

F[x,y) = F{x,b + s) 

etant choisie de maniere a rester finie et continue pour des modules 
de a; et de 3 respectivement inferieurs a X et k Z. Alors, b la place des 
formules (54) et (55), on obtiendrait les suivantes : 

(82) F y) H- F( j?, /i) +. - .4- F(j 77 7/n-i} = ^ 4- 5) ^ ■+* - 3 ) 

(83) F(x, 7 ) + F(x, 7 ,) + . - . + 7 „_,) = ijf b + 's), 


dont la derniere, combinee avec laformule (6), donnerait 


(84) 


F(a:,7)4-F(a?,7i)+... 


-hF{x,y„.i) 

x(x.& + g) F(-^ 6 + S) rf/? dg. 
f{x,b + 2 ) 
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Lorsque le nombre m se reduit k I’unite, I’^quation (84) devient 

(83) = f =^~ w-’ ; + dq. 

Or, en vertu des formulas (84). (85), le terme general de la serie qui 
repr^sentera Ic d4veloppement de F {x, y) ou de la function 

F(a;, r) + F(a;. y,) + . . .4- F(j;, 

suivant les puissances ascendantes dea;, etlereste de cette s6rie, olFri- 
ront des modules respectivement inferieurs a ceux du terme general et 
du reste de la progression geometrique qui a pour sorame 

(86) 

A — /(j 7 , 64 - 5 ) 

Lorsque, dans la formula (84)j on fait successivement F {x, y)—i, 
F {x, y) — y, on en conclut 


-n > j ' yix,b + z) f ^ 

(87) r-t-y. +• . •+7'.-,=»6 + 5^ 


xs^ y (ar. b + s) 


puis, en supposant m=i. 


>00, ^ ‘ /, , /(j, 4+ 5 ) ">• 

Done le terme general et le reste de la serie qui representera le deve- 
loppement de 7 ou de 74-74-1 - ... suivant les puissances 
ascendantes de x, offriront des modules respectivement inferieurs a 
ceux du terme general etdu reste de la progression g6ometrique quia 
pour somme _ 

(89) . . r\ - 


a: 3* y(^x,b-\-s^ 


dpdq. 


XZ* yX^.b^z) 

\-xX'^^b+ry 


Si Ton designe par Ua le coefficient de x" dans la serie que Ton 
obtient en developpant suivant les puissances ascendantes de x le 
second membre de I’equation (83), on aura evidemment, pour /* > o, 

(90) Un = ^ PS [ ij'"' 7 "^4 F (^, 6 4- 3)] dq, 
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ou, ce qui revient au memc, 

la variable a? devant etre reduite a zero aprbs les differentiations, et le 
signe ^ se rapportant a la variable s. On trouvera pareillement, pour 
n = o, 

(92) U.= ^ b + l)dq, 

OU, ce qui revient au meme, 

(93) U» F(o, b + -)] . 

Comme on aura d’aiileurs 

•/(a?. 3 4- J) _ 7(0, _ /(jc, 6 + g) 

f{x,b + z) f{^o,b->rz) * /(o, A-i-5)’ 

on pourra encore, aux formules (90), (91), substituer les suivantes : 


T . 2 . . 

I 

-/z 27 : 

I 

T .2. . 

. /Z 2 7l 

I 

|Zi 

1.2. . 

(0)^ 

I 

(Z) 

I .2. . 

~n (0)^ 


Lorsqu’une seule racinede I’^quation (59) offre un module inferieur 
a Z, et que cette racine est precisement z 6 ro, les formules (92), (91)9 
(90) donnent simplement 

(96) l]o=F(o, i), 
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et 

(98) U„= 


1.2. . .n 


D5F(a;, b) 


r ; — — 


^R5 F(x,6 - 

■ 


->]!• 


les variables x et s dcvant etre reduites a zero, apres les differentia- 
tions effectuees. Alors aussi I’equation ( 44 ) n'admet qu’une seule 
racine s dont le module soit inferieur a Z, et la serie qui a pour terme 
general U„x“ est le developpement de la function 


Lorsque cellesdes racines de requation(59) qui offrentdes modules 
inferieurs a Z sont toutes egales entre elles et se reduisent a z 4 ro, alors, 
en nommant toujours «„ le coefficient de a?" dans le developpement de 
I’expression (70), et designant par N le nombre des racines nulles de 
I’equation 

(99) ;r = °’ 


on tire des formules (92), (91), (90) 

(100) U*=nzF(o, d), 

(101) U„= ^ r ^ D?-‘ j sN DS r F(a;, 6 -h 3)1 i 

1.3..4N— i) I "[/(a?, 6 -f- 3 ) ' ’ J) 

et 

(102) U,= 


m 


1 .2. . ,/i 


D 5 F(a?, b) 


? ' T)N-i i „sn« r I /(a?, ft + 3) die {a:, b-i-s) 1 ) 

— 1) I. 2 ...W = I" “L /(o, 6 -t- 3 ) ds Jj’ 


a? et s devant fetre rMuits k z6ro apres les differentiations. Alors aussi 
la serie qui a pour terme general U„x" est le developpement de la fonc- 
tion 

F(a;, 7) + F(a>, vj ) + F(a?, 7, 


Jt 7)» • • • . ym-i representant celles des racines de I’equation (42) qui 
correspondent a des modules de s plus petits que Z. 

Si, dans les formules (96), (98), on remplace F(a7, 7) par F(7), 
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elles donneront simplement 
(io 3 ) Uo=F(6), 

et Ton aura par suite 

(io 5 ) F(y) = F( 6 )-a:(sa,)F'( 6 )-'^D,[-’«jF '(6 + =)] 
-■;^D|[.-»«3F'(6 + =)]-..., 

ou, ce qui revient au meme, 

n= 00 

(ro6) F(7) = F(6)-277^77^^jI)r'[-"«i.F(i + --)l, 

nssl 

pourvu que, dans tous les termes du second membre, on reduise s a 
2§ro, apres les diiferentiations. On tirera, sous la meme condition, des 
formules (99) et (loi), 

(107) F( 7 ) + F(^,) + ...-hF(y«_,) 

RSoe 

= “''<‘1 -2 TXT^FTTj + '-ll- 

R= 1 

Si Ton reduit F(j) ky, les equations (106), (107) deviendront 

n — ao 

(108) 

n = l 

R = ao 

(*09) y + 7, + . ■ . + = !rN — 1 ) ^ 

n = l 

Les equations (106), (107), (108), (109) coincident avec les formules 
(78), (73), (80) et (75). 

En r^sumant ce qui pr^cMe, on obtient la proposition suivante : 


Theor^me V. — Si les conditions inoncies dam le thdoreme IV sont 
rempUes^ la fonclion impUcite de a?, represenlie pary, et determinie par 
[’equation (42), ou I'a somme des foncliom implicites reprksenUes pary, 
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y\^ .... yra-o /»<>«/■/'« fifeWo/JjBee a Vaide des formides (79), (80), 
(74)5 (7^). ou, ce qui revienl au mime, a i aide des formules (9i)> 

(9a), (93), en unesdrieconvergenteordonneesuivantlespuissancesascen- 
dantes de x. SH de plus la Jonction F {x,y) — F {x, b + z)restetoujours 
finie el continue pour des modules de x etde z respectivement infeneurs 
d\etdZ, cette fonction, ou la somme 

pourra encore dire dweloppde, d Vaide des formules (90), (91), (92), 
(93), en une serie confer genie ordonnee suimntles puissances ascendantes 
de X. Ajoutons que les modules du terme ginircd et da reste seront infd- 
rieurs, dans la premidre sdrie, aux modules du terme gdndral et du reste 
de la progression gdomdtrique qui a pour somme V expression ( 89), et, 
dans la seconde sdrie, aux modules du terme gdndral et du reste de la 
progression gdometrique qui a pour somme V expression ( 86 ). 

Scolie. — On peut assigner a X et a Z une infinite de systfemes de 
valeurs qui remplissent les conditions enoncees dans les theoremes IV 
et V. Mais, parmi ces systfemes, il en est un dans lequel la valeur de X 
est la plus grande possible. Cette plus grande valeur de X est evidem- 
ment une limite au-dessous de laquelle on peut faire varier arbitraire- 
ment le module de x, sans que les functions y, F(a:,y), ou 

y +yi + . . . H- ym-u F ( «, y ) + F (a?, ;'i) + . . . -1- F (a?, 

cesseut d’etre developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances ascendantes de x. 

Lorsque, dans la formule (102), les nombres N, n deviennent egaux 
entre eux, la valeur de Ua se reduit 


(uo) U„= 


m 


1 . 2 . . . /2 


1)2 F (a;, 6) 


les variables xets devant toujours etre annul6es aprbs les differentia- 
tions. M. Laplace, dans les Mdmoires de VAcaddmie royale des Sciences 



ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. 


89 


pour I’annee 1777, a enonce, sans demonstration, unth6oremeenvertu 
duqael la prec6denfe valeur de U„ serait le coefficient de a?“ dans le 
d^veloppement del’un des produits 

»iF( a:, 

Mais ce theor^me, commc I’a observe M. Paoli, est evidemment 
inexact, tant que Ton suppose w>- 1. II redevient exact, et s'accorde 
avec la formule (98), dans le cas oil Ton &m = i. Dans ce dernier cas, 
M. Paoli est parvenu a d6montrer le mfeme theor^me de plusieurs 
manieres, mais en supposant tacitement que la function implicite 
F(aj, j) est developpable en une s6rie convergente ordonn6e suivant 
les puissances ascendantes de x. II importait de rechercher dans quels 
cas le developpement peut avoir lieu, sous quelles conditions la for- 
mule (98) subsists, et quelles sont les limites de I’erreur commise 
quand on arrete le developpement apres un certain nombrede termes. 
Le theorems V et le scolie qui le suit peuvent servir a resoudre ces 
diff 4 rentes questions. Quant k la valeur de Ua que determine Liqua- 
tion (no), M. Paoli la prisente comme exprimant le coefficient de 
dans le developpement de la somme 

7) 7i) + - • •-+- F(a;, 

ce qui cesse d’etre vrai lorsqu’on a N >• n. Alors a la formule (no) il 
devient nicessaire de substituer la formule (102). C’est ce dont on peut 
aisiment s’assurer en appliquant les formules (102) et (i lo) au deve- 
loppement de la fonction 

(hi) F(ar, 7 )-l-F(a?,^,)-HF(a?,y,)» 

itant les racines d’une equation du troisibme degre. En effet, 
la formule (no) a conduit M. Paoli a un resultat exact, lorsque I’equa- 
tion du troisifeme degri etait 

(112) (_y— 6 )»— x»(a/-l-c)»=o, 

a, b, c designant des quantites constantes. Mais la mime formule ne 
serait plus applicable, si a I’equation (112) on substituait la sui- 

OEuvrts de C. — S. II, t. XII. * ^ 
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vante : 

(ii3) (y — 6)> — ar(fl/+ c)’=o. 


On pourrait generaliser encore les resultats auxquels nous sommes 
parvenus. En elfet, si Ton d^signe para?o un module de la variable a; 
inferieur a X, et par 


ce que devient oe quand on y retnplace X par aco, on tirera de la for- 


mule (4i) 
(n4) 




dp — 27: 


\ )x 


Or, si Ton substitue la formule (i i4) a la formule (4i)» on obtiendra, 
au lieu du theoreme V, la proposition suivante : 


TufeORtaiE VI. — Soil m le nomhre des racines de liquation ( 69 ) qui 
offrent des modules compris entre les limites s# , Z ; 5 , itant <[ Z . Soient, de 
plus, s, s deux expressions imaginaires de la forme 

j = Ze'/v'=i, z-=z,eP'F'\ 

eisupposons : 1 ° que, pour des modules de x infirieurs d \ et pour des 
modules de s inf erieurs dZ, la fonclion f(pc, b -h- z') obtienne toujour s 
une vakur unique et delerminee; 2 ® que, pour tout module de x infirieur 
d X, les deux rapports 

y(x, 6-Hg) 7/ar. b+f) 
f (x, b-hz) /{‘’P, b + s) 


soient diveloppables en series convergentes ordonnees suioant les puis- 
sances ascendantes de x. Pour un semblable module de x, liquation (44) 
offrira elle-mime un nombre m de racines dont les modules seront com- 
pris entre les limites s,, Z; et, si Ion disigne par y, y,, . . . , ym-\ l^ 
valeurs de y correspondantes a ces mimes racines, la fonction y ou la 


somme 


y + yx+- ym-x 
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sera de^eloppable en une serie conpergente ordonnSe sidvant les puissances 
ascendanles de as. Si d'ailleurs la fonction 

F(«, 7) = F(a;, 6-t-s) 

reste toujours finie et continue, pour des modules de x infirieurs a X ei 
pour des modules de z ren/ermes entre les limites z^) celte fonclion 
F (ar, y), ou la somme 

F(«, /) + F( ji^,) +. . • -t- F{df, y«,_i ), 

sera encore ddveloppable en une serie convergente ordonnee suivant les 
puissances ascendanles de x, tant que le module de x demeurera in ferieur 
aX. 


Ajoufons que, pour appliquer les formules (67), (69), (72), (73), 
(74^ (75), (:<>). (77). (78), (79)» (80), ... ou (90), (91), (92), 
(98) au developpement des fonctions et des sommes dont il s’agit, 
il suffira de remplaeer, dans ces formules, les fonctions de 3 , plaeees 

sous le signe j" > par les differences entre ees m^mes fonctions et 
les fonctions semblables de z, ou le symbole > par le sym- 


bole''’/"' . 


Pour montrer une application des principes ci-dessus Hablis, sup- 
posons 


(t[5) 


/(aJ,y)=II(7)— JJwCy). 


Les conditions enonc6es dans le th^orfeme V se trouveront remplies, 
si, les trois fonctions 

n(i + s), w(b + s), F(a,b-hz) 

restant finies et continues pour des modules de et de s respective- 
ment inf^rieurs a X et a Z, le rapport 

I 

11(6 -t- a) — xrs(b + z) 


(116) 
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est developpable, pour tout module de x inferieur a X, en une s 6 rie 
convergente ordoiinee suivant les puissances ascendantes de x. Cette 
derniiire condition se trouvera elle-memc verifi 6 e, si Ton a 




Il(fe-t- z) 


D’autre part, si le module Z de 5 est choisi de manifere que la quan- 
tite 

<■■*> -'ncr;:?) 

acquiere la plus grande valour possible, cette quanlite deviendra ce que 
nous avons nomme le module principal de la function 


(” 9 ^ 




et, en d^signant par M ce module principal, on r 4 duira la condition 

(ri7)k 

(120) X<1. 

De plus, r^quation (59) deviendra 

(iji) 11(6 -H -) = O, 

et Ton trouvera 



^ ar" rBT(^ H- 5)T 

[ n(6-h5). 

n Ln(^ -h z)j 

n = l 




Mn= 


n 1.11(6 ■ 


par consequent 
(laa) 

'’»= nijTT) ^ ' 
Enfin I’expression ( 86 ) deviendra 



ET SUR LE CALCOL DES LIMITES. 


93 


et le reste de la progression geometrique produite par le developpe- 
ment de cette expression en une serie ordonnee suivantles puissances 
de X sera 


'(b + z) 

X''“‘(X — a?) 11(6 + 5) — + 


F(a‘, 6 + 5). 


Done, si Ton nomme ? le module de x, le reste de la serie qui repre- 
sentera le developpement de la fonction ¥(x,y) ou de la somme 


olfrira un module inferieur au produit 


/ e\ *n'(6 + 5) — xis'(b-i- z) ^/— ^ 

(*25) x»-‘(X-0 n(6+I)-^5r(6 + 5) 

et a plus forte raison au produit 
|"Z 


(126) 


X»-‘(X-$) 


An'(6 + 5)-t-XAp''(d + s) ^^ F(^, 6 + 5) 


I — XA 




(6 + 5) 


n(6+5) 


n(6 + 5) 


Si Ton prend pour Z celui des modules de s qui correspond au module 
principal de la fonction (119), I’expression (126) deviendra 

, , S«Z An'(6 + ;) + XA®'(6 + ;),F(^, 6 + 5) 

027) I-MX n( 6 + 7 ) ' 

Gela pose, on deduira immediatement du theor^me Y la proposition 
suivante : 


THtORlME VII. — Soient M le module principal de la fonction 

js{ 6 + 5 ) 

nt6 +-)’ 

Z le module correspondantde z^ouun module plus petite et X un nombre 
dgal ou infirieur a Supposons d’ailleurs que Us fonettons 

zi5(6 + 5), 11(6 + 5) 
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et leurs derivees du premier ordre restent finies et continues pour des 
modules de s inferieurs a Ta. Enfin soil m le nombredes racines de I' equa- 
tion 

R( 6 H" 5) — 0 

qui offrenl des modules inferieurs d Z. Pour un module de x plus petit 
que^j ViquaXion 

S( ^ 5) ““ s) — 0 


offrira eUe-mime un nombre m de racines dont les modules seront infi- 
rieurs dZ;et, si, en disignant par y, y,, y^, • . . , ytn-\ valeurs de 
y = b-h-z correspondantes d ces racines, on pose 

f{x,y)-=TL{y) — xjs 5 [y), 
la fonctiony, ou la somme 


sera developpahle en une serie ordonnde sidvant les puissances ascendantes 
de X. De plus, si la fonction 

V(x,y^=¥{x,b-i-z) 

reste elle-mime finie et continue pour des modules de xetde s respective- 
ment inferieurs a X a Z, F {x, y), ou la somme 

V(x, y) -hF{x, /,)+...+ F{a:, y„..i), 


sera encore developpabk, paries formules (92) et (94)> ( 93 ) et (gS), 
en une sirie ordonnde suivant les puissances ascendantes de x, et k reste 
de cette sdrie offrira un module infirieur dchacunedes expressions (^126), 
(126), (127). 

Si Ton remplace F(ar,y) par F(7), les formules (72), (73), combi- 
nees avec les formules ( 65 ) et (122), donneront 


(128) F(/)+F(y,) + ---+F(/m-i) 

= F(6)-t-F(6.)+...+F(S„-,) 




1 
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et 

(129) F(j) + F(7,)-(-...h-F 


(j'm-I 


) — F(S) 4 - F(Si)+...+ F(S,„_,) 


n = » 




Concevons maintenant que Ton pose x = j, et que, dans le theo- 
reme VI, on remplace / (x, y) par 

/(/) = n(7) — cj(7); 

alors on obtiendra la proposition suivante : 

TH^ORfiME VIII. — Soient 

(130) f{y) = o 

une iqmtion algdbrique, b une vakur pdrticuJiire de y, Z une vaJeur 
particidiere du modide de la variable 

s—y—b 

etz la valeur imaginaire de s qui correspond au module Z. Supposons 
en outre que Von portage la fonction f{y) en deux parlies 

n(7), —rs{y), 

et soil m le nombre des racines de Viquation 

(131) n(j )=:0 

qui produisent des modules de z infdrieurs d Z. Si le nombre Z est choisi 
de maniere que, les fonctions 

11(6 + 5), Er( 6 + 5) 

restant finies et continues pour des modules de z infdrieurs d Z, on ail 

Vdquation (i3o) offrira elle-mime un nombre m de racines correspon- 
dantes d des modules de z plus petits que Z. Designons pary,y„ Jm-t 
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ces racines, et par&, S,, 6^^, lesracinesaruilogues del’ equation 
La fonction impUcitey^ si Von am — itoula somme y +y^ » 

dans le cos contraire, sera diveloppahle en une sdrie conoergente par la 
formule 


(i33) 


/ + J'l -f- • • • + ym—l — 6 + §1 + 6m-i 


(0) k n( 6 -h 3 ) J- 


^iZl 

2 lOl^l— IT) 


([ 


n ( 6 H- 3) J- 


+ . 


qui se deduit immediatement des formvdes (q 5 ) et (122), oude Vequation 
(129). Si, de plus, la fonction 

F(y) = F(6 + 3 ) 


reste elle-mime ftnie et continue pour des modules de z infdrieurs a Z, 
F {y), ou la somme F (j) + F(j,) -f- ... -t- F (jm-i )> pourra encore 
itre diveloppee en sdrie comergente par la formule 


(i34) F(y) 4 -F(j,) + -- •+F(r/n-i) 


■Z) m 


_ F(S) + F(e, )+.,.+ r(e„.,) '=>] 


I p 

' 2 10, M- 


Elfin, le reste de cette derniire sdrie ojfrira un module infdrieur a 


(i35) 


‘ T./*. . -\ =L 7 . 


X." ‘(A I) 11(6 + 3 ) — + 3 ) 
et a plus forte raison a 

,3^, Z An'(6 + i) + XA5j'(6 + 3) * F(6 + s) 

X-HX-I) T^MbTT) ^n(^/ 

‘ n(6+3) 


le module Xdecc dtant ehoisi de maniere a rempKr les dexjuxs conditions 
(i 37 ) 

et ce module itant par suite plus grand que Vunitd, mais plus petit qwe 


X-.>o, .-XAH(^>Oi 

Ji\b -V-z) 
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Lorsqu’une seule racine de requation(i 3 i) correspond a un module 
de 3 plus petit que Z, et que cette racine est precisement h, on a 

m = i, % — b. 

et les formules (iSS), (i 34 ) se reduisent a 


(138) 

(1 39 ) 


I n(6- 


n(6- 


;) 1.2 I 

FW = FW+i^^P(4 + .-) 


t ] 


la variable s devant 6tre, dans tous les termes des seconds membres, 
annul^e apres les differentiations. 

Si Ton pose, dans la formule (i i 5 ), 

(i4o) ll{y)=y — b, 


b sera la seule racine de I’equation (i 3 i). Alors les formules (128), 
(129) deviendront 

n s= "0 

(14.) F(^) = F(&) + 27 :^XT: 7 jD?jE®(*)]“F(*)! 

/z= 1 
n=:ao 

n= 1 

et 

n= 00 

( 142 ) F(y)=F(6)+27:i5T:;i®2-‘i[’^(*)T‘F'(*)!> 

n= 1 


ou, ce qui revient au meme, 

(143) F(/) = F(6) + F'(6) + 1 [ro(fe)]*F'(6) 

puis, on en conclura, en posant F {y) —y, 

(144) y = * + -ro(6) + ^ DS [ro(6)]*+. ... 

X J*3 V 

OEmres de C. — S. II, t. XII. 
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De pins, on aura, en vertu des formules ( 96 ) et ( 97 )> 


(i4o) F(a-, j) = F(o, 

71 = 1 

la valeur de U„ etant 


->]!■ 


et les variables x, z devant etre annuI 6 es apres les dififerentiations 
effectuees. On peut remarquer d’ailleurs que, pour obtenir la for- 
mula (i 44 ), il suffit de developper suivant les puissances ascendantes 
de X le second membre de I’equation ( 82 ), qui, dans le cas.present, se 
r^duita 


(<47) 


F(^,y) 





On pourrait y parvenir encore a I’aide de la formula (83), ou 
(.58) F<., ^ 


Les formules (i44) et (i43) sont precisement celles que Lagrange a 
donnees com me pouvant servir a developper, suivant les puissances 
ascendantes de a?, une racine/ de I’equation 

( i 49) y — b — xin(y)=o, 

et une fonction F(v) de cette racine. Or, d’aprbs le theorbme VII, 
ces formulas' subsisteront, si les fonctions o (ft 4- s), F(i>~t-z) restent 
finies et continues pour des modules de z infSrieurs k Z, Z etant 
celui des modules de z qui correspond au module principal M de la 
fonction 


et si d’ailleurs on attribue a la variable reelle ou imaginaire x une 
valeur dont le module soit inferieur a Elies subsisteront a fortiori 
si, le module Z de s etant distinct de celui qui correspond au module 
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principal de la fonction (i5o), on choisit le module ? de x de inaniere 
a verifier la condition 


(iSi) 


1 . , j ) 

c A — ^ ■< I 


Quant a la fonction F(ir, v) = F(ar, b + z) que renferme I’equation 
(145), elle devra rester encore finie et continue pourdes modules de a? 
et de z respectivement inf^rieurs a ? et a Z. Ajoutons qu'a I’aide des 
formnles (i 25 ), (126), (127), on determinera sans peine des limites 
superieures aux modules des restes des series (i43'), (i44). ou meme 
de la serie produite par le developpement de F {x, y) suivant les puis- 
sances ascendantes de x. Effectivement, en vertu des formules (laS), 
(126), le dernier de ces restes offrira un module inferieur a chacun 
des nombres 


( 102 ) 

(i53) 


|"Z . 1 — XTs'(b-\- s) 

X“~‘(X — - — ,vTs{^b-¥s) 

c"Z i-f-XAro'fd-4- j) 

X«-‘ ( X - e) z _ XAro(6 -+ ~z) 


F(x, 

AF(:r, 


le module X de a? etant superieur au module ^ de x, mais inferieur au 
quotient qu’on obtient en divisant I’unite par le rapport 


(i54) 


. \7Sj{b'^z) 

A = = ^ 


Coneevons, pour fixer les idees, que, la constante b etant reelle, on 
prenne 

Br(y) = siny. 


Si I’on nomme B un arc renferme entre les limites o, et choisi de 
maniere que cos B soit 4gal au signe pres a cos b, on aura, en vertu des 
formules (24), 

— ^ * 4 - 

(i35) Asin(6-+-i:)$ cosB-) — sinB. 


11 y a plus : le carre du module de sin {b -1- z) etant le quart du trl 
nome 

• eSz«iB?^_ g-izmq — acos(2 6-l- aZcosg'), 
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et par consequent le quart de la sommequ’on obtienten ajoutantle tri- 
nome 

giZiIn?^ g~ils\aq_ 2 C0S(2Z COSg'), 

dont le maximum est 4 ( A sin z)- = (e* — e~^y, au produit 

2[cos(2Zcosg') — cos( 2 6 + 2Zcosg')] = 4 sin6 sin(6 + 2Z cosg'), 

dont le maximum est 4sinB, on trouvera encore 

(156) Asin(i> - 1 - . 5)5 ^ +sinBj . 

Done la condition (i 5 i) sera verifiee, si Ton a 

, - X - ^ z 

(107) 4 < r» 

et, A plus forte raison, si Ton a 
(i58) 


puisque sinB ne peut surpasser I’unit^. D’ailleurs lavaleur minimum 
du rapport 

. - . 2Z 

correspond a la valeur de Z determines par la formule 

c* — e~^ -t- 2 


(160) 

et, com me on a 


\/W^‘ 


„ e* — Z* i Z* i Z' 


-Z 




2 1.2 4 I. 2. 3 . 4 6 

la formule (i6o) pourra etre reduite a 
(t6i) , = lz*+iz*+.... 

2 O 


Or I’equation (161), dont le second membre croit avec Z* et se r6duit. 
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pour Z = I, k 


I I 

* e * 2,71838. . . 


admet ^videmment une seulc racine positive superieure a I’unite, mais 
inferieure a la racine positive de Tequation 


c’est-k-dire 


2 S 


V — \% = f , 2 100 . . . . 

Done si Ton pose, dans la formule (160), 

(162) Z = I,2+t, 

I surpassera —0,2, et sera inferieur k 0,01. Mais alors cette formule 
donnera 

? — 4 e~*'* = e’'= I -t- 2te**', 

0^2 + I 

6 designant un nombre inferieur a Tunite, et par consequent 

go 0,2 — 2,2 0,0004200. . ■ 

I — e-®»*-h(o,4-t-2«)e*®^ "" 0,90928. . .-h (0,4 -H 2/) e*®* 

Done i sera negatif et renferme entre les limites 


o,ooo4aoD, 


0,0004200. . . 

0,90928... ~ 
0,0004200. . ■ 


= — 0,0004624 • • • 1 


0,000 32 1 1 . . ., 


0,90928. . . -H 0,4 I ,80928. . . 

ou meme entre la liraite — o,ooo 32 i i ... et la suivante 

o,ooo42o5. . . 

0,90928. . .-h (0,4 0,0009248. . ,) 

o,ooo42o5... o / 

= ’ = — 0 , 0003214 .--. 

1,30798.. . 

On aura done, en poussant Tapproxiination jusqu’aux millioniemes 
inclusivement, 

/= — 0,000821..., Z= 1,2 H-z = i, 199678..., Z* = 1, 439227..., 

2Z 




= I =0,662742. 
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et, par suite, si I’on prend 

(164) Z = 1,199678..., 

la condition (i 58 ) se trouvera reduite a 

(165) £<0,662742 

Done, tant que le module de x ne surpassera pas le nombre 
0,662742..., une seule racine de I’equation 

I 66 ) y=zb + x sin V 


produira une valeur de y — b dont le module restera inf6rieur a 
1,199678..., et cette racine sera d6veIoppable par la formula de 
Lagrange en une serie convergente ordonnee suivant les puissances 
ascendantes de .r. 

Considerons maintenant une fonction dea? et de savoir, 

F(a;,7') = F(a;, 6 + 5). 

Cette fonction sera encore d^veloppable par les fornaules (i 45 ),(i 46 ), 
suivant les puissances ascendantes de x, si eile reste iinie et continue 
pour des modules de x et de s respectivement inf^rieurs aux 
nombres 

0,662742... et 1,199678.... 


II y a plus : le developpement dont il s’agit pourra 6 tre effectue k 
I’aide des formulas (147) ou (i 48 ), si la fonction explicite 


(167) 


I — + 3) 

a — XTs{b 


F(af, b + s) 


1 — a;cos(6 + 3) 
s — a?siti( 4- s) 


F (a;, b + 


-) 


est elle-mfeme developpable, pour de tels modules des variables a; ets, 
en une serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes 
de ces variables. C’est ce qui aura lieu, par example, si Ton prend 


I — X cosy 


F(«» 7 ) = 
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Alors, la formule (i 47 ) donnera 

1 ='*’ r"" ( ! ') = ri'i'i 

I — J7COSJ Id) <-'i-rAs — xsin (6 + -)^. 

ou, ce qui revient aii meme, 

r - ' jcosy = ^ + r ^ sin* * + 7^ »/? sin*Z» + .... 

Si, de cette derniere serie, on conserve seulement les « premiers 
termes, I’erreur commise, ou le module du reste, sera, en vertu de la 
formule (i52), inferieure au produit 

g-Z I 

X“-‘(X — ;) z — XAsin(* + j)* 

et a plus forte raison au produit 

X»-‘(X-') i-MX’ 

M d6signant le module principal de determine par I’equation 


( 170 ) M = — r = i,5o888.... 

^ ^ ^ 2Z 0,662742,.. 

Si, dans I’expression (169), on rempla^ait X — $ par X, on obtiendrait 
la suivante 

Jrt 

X»(i-MX)’ 

qui represente une limite sup6rieure au module du terme general de 
la serie que renfermel’equation (168). Dans Tune et I’autre expression, 
le nombre X doit etre inferieurSi mais sup6rieurau module ^ dela 
variable x. Si Ton choisit X de maniere a rendre I’expression (171) un 
minimum, on trouvera 

X _ I - MX _ I 
n M (/i+i)lVl 




Les fonctions implicites, que nous avons jusqu’ici developp6es en 
series, dependaient d’une seule variable x. Mais on pourrait 6tendre 
I’application des monies principes a des fonctions implicites de plu- 

sieurs variables x, x' Concevons, pour fixer les id6es, que y, 

y , ... soient determinees en fonctions de a;, a;', ... par des equations 
de la forme 

<•75) /(a?,y) = o, /,(a?', 7 ') = o, 

D6signons par x(x,y) la derivee de f{x,y) relative ^y, par 5^, (x',y) 
la d6riv6e de/, {x',y) relative S17', ..., et par 


F(ar,«', ..., 7 ,/, ...) 
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une fonction de x, 0 ?', j,y, .... Enfin supposons : i® que, 6, 6', ... 
etantdes constantes, les Equations 

(176) /{o,b + s) = o, /,{o,b' + s')=o. 


offrent, la premiere m racines dont les modules soient inferieurs a Z, la 
seconde wi racines dont les modules soient inferieurs a Z', 2 ® que, 

pour des modules de a;, a:', ..., z, s', ... respectivement inferieurs a 
X,X', ...,Z,Z', ...jchacunedesfonctions /(a-, + s'), ... 

obtienne toujours une valeur tinie et determinee; 3® que, Z etant le 
module de s, Z' le module de s', ..., les rapports 


( 177 ) 


et le produit 


■/(^x^b-¥z) b' + s') 

/(x,b-i-sy 6'+s')’ 


(178) + f j . . F(.r, x' b^l„b'+z',...) 

^ " f(x,b + z)f,{x\b'+z') ^ 


soient d6veloppables en des series convergentes ordonnees suivantles 
puissances ascendantes de ar, de a?', ...» pour des modules de a?, a;\ ... 
respectivement inf6rieurs a X, X', .... Pour de semblables modules 
de 30, ar', ..., les Equations 

('79) /{x,b + z) = o, f,{x',b'-hz') = o 


en vertu du thdoreme IV, olfriront, la premiere un nombre m de 
racines dont les modules seront inferieurs a Z; la seconde un 
nombre m' de racines dont les modules seront inferieurs a Z', ... ; et, 
si Ton designs par 

(180) SF(x,a?', — 

la somme des valeurs que regoit la fonction F(a?, a;', ...,y,y , ...) 
lorsqu’on y substitue successivement, au lieu de .... les racines 
dont il s’agit, cette somme sera d4veloppable en une serie convergente 

OEuvres de C. — S. 11, t. XII. '4 
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ordonn^e suivant les puissances ascendantes de x,x\ .... C’est en 
effet ce que Ton demontrera sans peine de la manike suivante : 

Examinonsd’abordlecasparticulierofironauraitffi = t, m'=i, .... 
Alors, on tirera de la fomule ( 83 ), en y remplagant m par I’unite, et 
F(ir,y) parF(a:, a?', ...). 


(i8i) y,y\...)zz^J z^^l^^Y(x,x',...,b+s,y',...)dq. 


On aura de mOme 


(182) F(ar,a:', + ...) 


.,b + s,b'+s\ ...)dq', 


et par suite on trouvera 


(i 83 ) F(x.x',....y, /,...) 




y U, b + s) y,(s', 1/ 4- s') 
/(z, b + s)ft(a!',b'4-s') 


F(z,z',,„, 


^27r 27r 


Si m, m' cessent de se r§duire k runit6, il faudra evidemment 
remplacer le premier membre de la formula (181) par la somme 
des valeurs que reQoit la function F (a?, x', ...,7,/, ...) quand on y 
substitue successiremenl, au lieu dey, celles des racines de I’equation 
f{x, i + a) = 0 qui offrent des modules inferieurs a Z ; puis le pre- 
mier membre de la formule (182) par la somme des yaleurs que 
regoit la fonction Y(x,x', ...,b+s,y , ...) quand on y substitue 
successivement, au lieu de /, celles des racines de I’dquation 
/(a/, b'+ s') = 0 qui offrent des modules inferieurs k Z', etc. Done, 
le premier membre de la formule (i 83 ) devra Otre lui-meme remplace 
par I’expression (180), en sorte qu’on aura 


(i 84 ) 


SF(a;,a?', ...,7,7', 



...) 

x(z,b + s) Xt{z',b^-+'sf) 
f{z,b + s)ft{z’,b'+d} 




6 + 5 , + 


“'^ 27 r 271 
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Or, en vertu de la formule (i83) ou (i84), I’expression 
F(x,x' ou SF(.r, a;', 


qui represente une fonction implicite (du moins en partie) des 
variables®,*:',..., se trouvera transfonnee en une fonction entiere- 
ment explicite de ces meines variables, et, pour la developper en une 
serie convefgente ordonn^e suivant les puissances ascendantes de ®, 
®', ..., il suffirade developper en uneseniblable serie le produit ( 178 ). 
Ajoutons que la limite sup 6 rieure au module du reste qui completera 
laderniere serie sera en m^me temps une limite superieureau module 
du reste qui completera la premibre. Si Ton nomme ? le module de x, 
le module de ad , ..., et x, x\ ... des expressions imaginaires qui 
aient pour module X, X', ..., la limite dont il s’agit sera precisement 
le reste de la s 6 rie qui, 6 tant ordonnee suivant les puissances ascen- 
dantes de S', ..., a pour somme I’expression 


(■85) 




Si, dans le d 6 veloppement de la fonction 

F(®, a:', y, ...) ou SF(®,j:', ..., 7 ,/, ...), 

suivant les puissances ascendantes de x, x ', ..., on n 6 gligeait tous les 
termes dont le degre, mesure par la somme des exposants de ®, 
x ', ..., deviendrait egal ou superieur k h, I’erreur commise, ou le 
module du reste, serait encore inferieure au produit 


(,86) ! A'd5fii±S: «x ', .... b ?• . .), 

A d 6 signant le module de a, et ce dernier module 6 tant supSrieur k 
I’unite, mais infSrieur k chacun des quotients 


-v-* 


X' 


Pour montrer une application de la formule (*83), supposons 
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d^terminees en fonction de x, of par les deux Equations 
(187) r=:6 + a;sin/, jr'-=b'+xs\xiy'. 

Si les modules de a? et de a;' sont inferieurs au nombre 0,662742..., 
alors, d’apr^is ce qui a ete dit pr^cMemment, chacune de ces equa- 
tions offrira une seule racine correspondante k une valeur dej — b, 
ou de/— i', dontle module soit au-dessous du nombre 1,199678..,. 
Cela pose, si la fonction 

F(ic, x\ b b^ 


reste finie et continue pour des modules de x, x' plus petits que 
0,662742... et pour des modules de s, z' plus petits que 1,199678,.., 
on aura, en supposant les modules de z, z' inferieurs eux-mSmes au 
nombre 1,199678..., 


(188) 


__/j_Y r* r'' i-xcos(b + z) 
\iv:J J_„J_^'z — xshi{b -1-5) 


r— g' cos(^-Hj') 
s'— s' sin(i>-f 5') 


?(x,x',b + s,b'+s')dq dq'. 


Done, pour developper la fonction implicite de x, x', repr^sentee 
par 

f(x,x',v,y\ 


en une s^rie ordonnee suivant les puissances ascendantes de ®, x', il 
suffira de developper en une semblable serie^ le produit 


(189) 


1 — JCOs(6-^g) I — ai'cos(d'-l- j') 
5 — a:sin( 6 -l- 5 ) s' — a:'sin( 6 '-(- 5 ') 


F(a 7 , & -f- 5, b' 5'^, 


{>9°) 


Ajoutons quo la limite superieure au module du reste, qui compietera 
la premiere ou la seconde serie, sera predsement le reste de la serie 
qui, etant ordonnee suivant les puissances ascendantes de a pour 
somme I’expression 


X X' 
X-^ X'-? 


A 


1— jecos(6-i-j;) 1 — a‘'cos(y 4 -g') 
a;sin(6-i-«j 5'— sin ( 6 ' 3') 


F(a;, x',b + s, b' + s'). 


Si, dans le developpement de la fonction F(x,x',y,y), on .n6gligeait 
tous les termes dont le degre, mesure par la somme des exposants de 
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SB et de x', devient 6gal ou superieur a h, I’erreur commise serait 
inferieure au produit 


1 . 1 — «JCOs(&4-s) 

A*“‘(A — i) j — aa; sin(6 + s) 


i — «ar'cos(^'+ s') 
z' — ax' s' ) 


F(«®, ajr', A + s, A'4- - ) 


A designant le module de a, et ce module 6tant superieur a I’unite, 

X. 

mais inferieur a chacun des rapports y> V * 

^ •5 

Lorsqu’a I’aide des methodes exposees dans ce paragraphs on a 
determine en fonction du nombre n ou A la limits de I’erreur que Ton 
commet en n^gligeant, dans le d^veloppement d’une fonction expli- 
cits ou implicite, tous les termes dont le degre surpasse le nombre 
dont il s’agit, il est genSralement facile de trouverla valeur qu’on doit 
assignor au nombre n ou A pour que I’erreur commise devienne infe- 
rieure il 


N etant un nombre entier donnA II suffit en effet, pour y parvenir, de 
determiner la partie enti^re de la quantitd negative qui represents le 
logarithme decimal de I’erreur commise. Concevons, pour fixer les 
id6es, que, 7 etant determines en fonction de x par I’equation (i66) 
ou 


on propose d’assigner au nombre n une valeur telle que, dans le devC' 
loppement de 

I 

I — TCOS/’ 


suivant les puissances ascendantes de x, la somme des termes d’un 
degre egal ou superieur a n offre un module inferieur a 



pour la valeur particuliere ® = ^> ou, pour une valeur plus petite de 
la variable x. Il suffira 6videmment que I’expression ( 174 ) devienne 
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inf6rieure k . et son logarithme decimal a — N. Si done on 

designe a I’aide de la lettre L les logarithmes pris dans le systeme 
dont la base est lo, il suffira de choisir le nombre entier n de maniere 
a remplir la condition 

(192) 0,6399617. .. 4 -L(«-(-i) — L^i — — 0, 4234029.. .« < — N. 

Ainsi, par exemple. s’agit-il d’assigner au nombre n une valeur 
telle que I’erreur commise, quand on neglige les termes d’un degre 
egal ou superieur a n, ne surpasse pas un milli^me. On trouyera, dans 
ce cas, 

N = 3, 


et la condition (192) donnera 


(■93) 


n > 


3.6399617. . . 


0,4234029...— ^ L(/H-i) — L^i — ' }] 


Si Ton r^duisait a son premier termele d^nominateur de la fraction 
que renferme le second membre de la formule (igS), cette fraction 
serait equivalente a 0,86..., et par consequent on v^rifierait la for- 
mule, en prenant n = 9. D’ailleurs, n etant egal ou sup6rieur a 9, le 
rapport 

L(« H- 1) 

n 


diminuera pour des valeurs croissantes de n, et par suite le produit 


I 

n 


L ( /I I 



ne surpassera pas 


-[i — L(i — 0,0673. . .)] = o , it 44 — 


Done la condition (igS) sera remplie^ si Ton a 


n> 


3,6399.,. 


0,4234. . .—0,1144. . • 


= 11,7- 
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en sorte qu’on pourra prendre « = i 2 . Done si, dans Thypothese 
admise, on arrete le developpement de 


I 

I — a? cosy 

apres le douzieme terme, I’erreur que Ton commettra ne surpassera 
pas un milli^me. 

On voit, par ee qui pr^e'ede, que, pour les functions implicites 
comme pour les functions explicites, la determination de limites supe- 
rieures aux modules des restes qui completent les developpements 
peut etre reduite a la determination des quantites de la forme 

A/(^) ou A/(x, v,5, . . .), 

ou de quantites qui seront evidemment plus grandes. Nous avons deja 
donne un grand nombre de formules qui peuvent etre utilement em- 
ployees dans revaluation des quantites dont il s’agit. Nous ajouterons 
ici que le developpement en serie des functions 


est souvent un moyentres simple deparvenir a cette evaluation. Ainsi, 
en particulier, comme on a generalement, quel que soit le module X 


de X, 


sinj: = JJ — 




I . 2 . S 


1 . 2 . 3 . 4 - 5 ' 


et 


- I — I 

COS.r = I H 5— r 

1.2 I. 2 - 3. 4 


X* — . , 


on en conclura, en ayant 6gard k la premikre des formules (a5). 


et 


Asin^rzXn — ^-5 H- 
1 .2.3 


X* 


1.2. 3 . 4-5 


- “h- • • — ' 




— X* 

Acos:r= i-i 

1 .2 


X* . 

1 . 3 . 3 . 4 ’ 2 ’ 


ce que Ton savait dejk. De meme, comme, en suppOsant X < i , on 
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troiive 

,/ — X* X^ X* 

l{i + ^) = X-- + J-J+..., 

— — 

arc tango? = a?— y + -g — • • •■• 

. — - I JP* J . 3 .2*^ 1.3 0 07 ‘ 

arCSino7=:o*H- - H -=- H t-t: H. . 

2 3 2.4 0 2.4.b 7 

on aura, dans cette hypothfese, c’est-a-dire pour X<< i, 
A1 — X + — + + . . . , 

2 D 

. . - „ X» X* 

Aarctanga! = X + - + — 

o 0 

. V > X* 1-3 x« 1.3.5 X’ 

Aarcsinic z=Xh r — H rr 

a 3 2.4 0 2.4.6 7 


et, par consequent, 

|ai(.± 5 > =1(71^). 

(194) ' A arc tangx = ] ( 

I A arc sin a; = arc sin X, 

Enfin, si Ton designe par u une fonction dea? ou de x,y, s, on trou- 
vera : 1“ quel que soil A«, 


_ fiXa Att ph!u I A w 

Asintf<^ ^ — , Acos«<i— • 

“2 “2 


2® en supposant A«< i, 


Aarciangu£l| i ~^A“ j, A arc sin «£ arc sin A«, 

\ i — A«/ 



MfiMOIRE 


SUR LA. SURFACE CARACTERISTIQUE 

CORBESPONDANTE A L*N 

SYSTME D’EQOATIONS LINmRES AUX DERIV^IES PARTIELLES, 

ET 

SUR LA SURFACE RES ONDES«‘\ 


Ce M^moire est relatif a deux surfaces qui jouentun grand role dans 
les questions de Physique ou de M6canique dont. la solution depend 
d’un syst^me d’6quations lineaires aux d^rivees partielles et k coeffi- 
cients constants. 

La premiere surface, que je nomme la surface caracteristique, est 
celle qui se trouve representke par I’^quation caracteristique elle- 
mkme, quand on y remplace les dkrivees partielles des divers ordres 
relatives aux variables indkpendantes x,y, s, t par les puissances des 
divers ordres de ces memes variables considerees comme reprksentant 
trois coordonnees rectangulaires et le temps. 

La seconde surface est celle que Ton nomme la surface des ondes, 
et qui, dans un mouvement simple, persistant, oh les durees des 
vibrations moleculaires demeurent constantes, touche, au bout d’un 
temps quelconque t, des ondes planes, infiniment minces, diversement 
inclinkes sur trois plans rectangulaires, mais parties au premier 
instant d’un mkme centre pris pourorigine des coordonnees. 

(*) Foir an rAsumA de ce MAmoire, QEwres de Cauchy, i” sArie, t. V, p. aCJ; 
Extrait 136 des Comptes rendus, 

C£u9res de C. — S. H, t- XII. * ^ 
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Je donne, dans le paragraphs premier de ce Memoirs, les moyens 
d’obtenir generalement I’equation de la surface des ondes. 

Je montre, dans le second paragraphs, les relations dignes de 
remarque qui existent entre la surface caract6ristique et la surface des 
ondes, etj’etablis divers theoremes relatifs It ces surfaces ('). 


1. — Considerations generates* 


Prenons pour variables independantes trois coordonnAes rectangu- 
laires x, z et le temps t. Supposons d’ailleurs qu’k un systems 
donn6 d’equations lin6aires aux derivees partielles et It coefficients 
constants corresponds I’Aquation caract6ristique 

(1) F(D:,„D,.,D5,D,) = 0. 

Nous appellerons surface caractirislique celle que represents cette 
meme Aquation, quand on y remplace 

R*, Ry> R/ 

par . 

X, 7, s, t. 

L’ Aquation de la surface caractAristique sera done 

(2) F(j?,7,5,«)=o. 

Soient maintenant 

tf, w, s 

quatre constantes liAes entre elles par I’equation 

(3) F(«, t’, »,5) = o. 

Pour vArifier I’Aquation aux differences partielles 

(4) F(D;„Dy,D„D*)8 = 0, 

(*) Les relations et les tIt4oremes dont il s’agit se d^duiseni assez faeilement de for- 
mnles [ddji .connues, et sp^cialement de celles que j’ai donates dans le Bulletin de 
M. de Ferussac (avril i83o). Cette remarque, a ce qu’il paralt, avail dSji At6 faite par 
quelques personnes, eien particulier par M. Blanchet; mats elle ne se trouvait toonede 
nulie part avant la Note que j’ai ins6r6e dans les Comptes rendm des siances de I’Aca- 
dimie des Sciences (sdance du 5 juillet i84i) {OEwresde Cauchy, i" s^rie, t. VI, p. ao 2 ; 
Bxtrait M9 des Comptes rendus). 
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il suffira de prendre 

(3) 8 = n(Ma!-l- i'J' •+• «’j! 

si la fonction F (a?,y, s, t) est homogfene. II y a plus : si cette function 
n’est pas homogene, alors, pour que la valeur de «, determinee par la 
formule(5), continue de verifier I’equation (4), il suffira d’attribuer 
k la fonction arbitraire 11 (a?) certaines formes determinees, et de sup- 
poser, par exemple, 

(6) n{a:) = fie*, 


6 designant une constante arbitraire, par consequent 

( 7 ) 8 = 


Si la fonction Y{x,y,z, t), sans 6 tre homogene, se r^duisait a une 
fonction paire de chacune des variables x,y, s, t, on pourrait encore 
aux formules ( 6 ) et ( 7 ) substituer les suivantes : 


( 8 ) 

(9) 


n(a:) — 6 , 




Concevons a present que, les constantes 


U, p, s 


ayant des valeurs r^elles, on pose, pour abreger, 

(lo) A: = (’•■+- w’; 

alors la valeur num^rique du rapport 

UX -i-oy-i- fvs 
A 

sera pr4cis4ment la distance du point (x,y, s) au plan repr 6 sent 6 par 
r^quation 

(n) 


ux + py + tvx = Oi 
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et la valeur de a deterrainee par I’^quation (5) pourra Mre consider6e 
comme dependant uniquement de cette meme distance et du temps t. 
II y a plus : la valeur de «, calculee a I’origine du mouvement, pour 
tous les points d’une tranche infiniment mince comprise entre deux 
plans parallMes k celui que repr6sente la formule (ii), correspondra, 
au boutdu temps t, k tous les points d’une autre tranche semblable, 
mais s6par6e de la premiere par une distance equivalente k la valeur 
numerique du produit On pourra done dire qu’une onde plane, 
represent^e dans le premier instant par une tranche infiniment mince, 
se deplace parallMement a elle-meme, pour des valeurs croissantes du 
temps, avec une vitesse equivalente a la valeur numerique du 
rapport 

s 

T 

Ainsi, en particulier, I’onde plane, infiniment mince, primitivement 
renferm6e entre deux plans trks voisins de celui qui passait par I’ori- 
gine des coordonn^es, et qui 6tait repr6sente par la formule (ii), se 
trouvera deplacee au bout du temps de maniere a etre alors 
comprise entre deux plans tres voisins de celui. que representera 
I’eq nation 

(la) ux ■+■<>/ + +se = o, 

st 

et qui sera s6par6 de I’origine par une distance egale, au signe pr6s, k j • 
Ajoutons que, si cette onde subsistait seule au premier instant, elle 
subsistera seule au bout du temps t. En effet, si la fonction n(aj) 
s’evanouit hors des limites a 7 = — s, a? = e, s designant un nombre 
tres petit, non seulement la valeur initiale de a, representee par 

^.{ux-^vy -‘rfvs), 

s’^vanouira hors de la tranche comprise entre les plans parallfeles 
repr6sentes par les formules 


ux-^vy + 


ux vy wz =&, 
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mais, de plus, la valeur generate de a repr^sent6e, en raison do la for- 
mule (5), par 

(>y -h (VS +si), 

s’^vanouira au bout du temps t hors de la tranche comprise entre les 
deux plans represent^s par les formulas 

ux + py -h (VS + si =: — s, uss -h py-h (VS +st = s. 

Si Ton nomme plan d’une onde infiniment mince un plan mene, 
dans I’int^rieur de cette onde, parall^Iement A ceux qui la terminent, 
le plan d’une onde, qui passait primitivement par I’origine des coor- 
donnees, pourra etre repr^sente, au bout du temps i, par la for- 
mule ( 12 ). Si Ton abaisse de I’origine une perpendiculaire sur ce 
plan, et si Ton pose d’ailleurs 

(13) « = Acos«, pz=A'COs§, (v = A'Cosy, 

a, S, y representeront les angles formes par la perpendiculaire dont 
il s’agit, prolong6e dans un certain sens avec les demi-axes des coor- 
donnees positives, et I’^quation (3), reduitea la forme 

(14) F(A-eos«, AcosS, Acosy, s) = 0 , 

etablira pour chaque direction de la perpendiculaire une relation entre 
les deux constantes A, s, de telle sorteque, la valeur de A 6tant donn6e, 
pn pourra en deduire celle de s, et reciproquement. Si, la valeur de s 
restant la meme, les angles a, S, y venaient seuls a varier, le plan 
d’une onde, repr6sent6 au bout du temps i par I’^quation ( 12 ), 
prendra dans I’espace des positions diverses correspondantes k 
diverses ondes planes qui passaient toutes au premier instant par 
I’origine des coordonnees. Nous nommerons surface desondesX^ sur- 
face limitee par ces mfemes ondes, c’est-a-dire la surface que le plan, 
repr6sent6 au bout du temps t par l’6quation ( 12 ), touchera dans 
toutes les positions qu’il peut acquerir, quand on laisse varier «, c, 
w, de maniere que la quantite s demeure constante. Cela pos6, si Ton 
designe par S le premier membre de la formule (3), c’est-h-dire si. 
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en faisant pour abr^ger 

(15 ) S = F(k,p,w, 5), 

on r6duit cette formule a 

(16) S = o, 

alors, pour obtenir I’^quation de la surface des ondes, il suffira 6vi- 
demment d’6liminer «, v, w entre les formulas (12) et (i5)jointes k 
la suivante 

, , X y _ ^ 

dTs “dTs “D„,s' 

Nous avons suppose, dans ce qui pr6c6de, les constantes u, v, w 
reelles, ainsi que les valeurs de ^ tiroes de la formule ( 3 ). Mais les 
conclusions auxquelles nous sommes parvenus peuvent subsister 
sans que cette condition soit remplie, par example dans le cas oti Ton 
aurait 

(18) « = I, t» = V\/— I, »V=:W\/— I 

et 

(19) j = sv/— I, 

V, V, Vi, s d^signant des quantit 4 s reelles. Alors I’^quation (12), pou- 
vant 6tre r^duite 

(20) Hd; + vj' + w«-4-sf = o, 

representerait encore un plan qui se d^placerait dans I’espace avec 
une vitesse represent 4 e par la valeur num^rique du rapport 

s 

k’ 

la valeur de k 4 tant 

(21) A=v'o* 4 -t*+-w*; 


et les formulas (10), (12), (16) se trouveraient remplac6es par les 
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Equations (20) et (21), jointes a la suivante 

(22) 

^ DcS “ DvS “ DwS 

Done alors, pour obtenir I’equation de la surface des ondes, il suffirait 
d’6liminer u, v, w entre les formulas (i5), (20) et (22). Sid’ailleurs la 
fonction F(a7,^, 5, f) etaithomogdne, r6quation (3), combin6e avec 
les formules (17), (18), donnerait simplement 

( 23 ) F(ii,v, w,s) = o, 

et dans la formule (21) on pourrait prendre pour S la function 
F (u, V, \v, s). Done alors, dans la discussion des ondes planes et dans 
la recherche de la surface des ondes, on pourrait conserver les formules 
(12), (i3), (i4)> (i5), (16), (17), et se burner Jiy remplacer u, t>, »>, 
s, devenus imaginaires, par les quantites reelles v, v, w, s, ou, ce qui 
revient au m^me, on pourrait se burner a considerer u, v, w, s comme 
repr^sentant des quantites r6elles. 11 y a plus : S etant alors une func- 
tion homogene de u, v, w, s, les formules (12), (i5) et (16) 
pourraient etre consid^rees comme ^tablissant des relations entre les 
variables ind^pendantes x,y, z,'t et les seuls rapports 

a \v • 

, — • 
s s s 

Done r^limination de u, v, w entraineraitrelimination de la quantit^f, 
k laquelle on pourrait attribuer une valeur quelconque. On pourrait 
prendre, par example, 5 = 0), en nommant to la valeur particuliere 
de s que fournit I’equation (3), quand on y suppose k = i, ou, ce qui 
revient au mkme, 

«• -t- v* -H w’* “ I • 

Si, pour plus de simplicity, on supposait 

s~t. 


alors les quantitks 


u, t>, w. 
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qui sont liees entre elles par la seule equation (3), pourraient etre 
r6duites aux coordonnees d’un point quelconque de la surface carac- 
teristique; et en nommant x, y, z ces coordonnees, afin de les distin- 
guer des coordonnees a;, 3 d’un point de la surface des ondes, on 

aurait 

(24) o = x. v = y, w=:z. 

Cela pose, la valeur de S deviendrait 

(25) S = F(x, y, 2, 0) 


et pour obtenir I’equation de la surface des ondes, il suffirait d’6li- 
miner 

X. y, z 


entre les formules (la), (i6), (17), reduites aux suivantes : 
(26) 

(37) S=o, 


xx-hyy-i- zs-h 1^=0, 

X _ y _ z 

l)xS 


D.S “D,S 


L’equation de la surface des ondes, ainsi obtenue, aurait evidemment 
pour premier membre une function homogene des quatre variables a?, 

Au reste, soit que I’equation caract6ristique devienne homogene, 
ou cesse de I’etre, il est clair qu’aux diverses valeurs de i, c’est-a-dire 
aux diverses racines de I’equation (i4), r^solue par rapport k A, 
correspondront g6n6ralement diverses nappes de la surface des ondes. 


II. — Rapports qui existent entre la surface caracUristique et la 
surface des ondes^ dans le cos oA I’iquation caracteristique 
devient homoghne. 

Consid^rons maintenant d’une manifere sp6ciale le cas oti I’fequation 
caracteristique est homogene. 

Soient alors, au bout du temps t, x, y, z les coordonnees rectangu- 
laires d’un point quelconque de la surface caracteristique, et a;,y, s 
les coordonnees d’un point correspondant de la surface des ondes. 
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Soient encore 

(1) S = o’ 
r^quation de la surface caract^ristique, 

S = F(x,y, z, 0 

etant une fonction homog^ne de x, y, z, r; et 

( 2 ) rS = 0 

r^quation de la surface des ondes, 

4 > = $ {Xf y-i 0 

etant une autre fonction de x, y, z, t, qui sera elle-meme homogene. 
D’apres ce qui a 6te dit dans le paragraphs I, pour obtenir I’equation 
de la surface des ondes, il suffira d’6liminer x, y, z entre I’^quation (i) 
et les formules 

(3) xj?-i-yy-i--z5-i-r*=o, 

(f\ ^ _ .y _ ■= 

D,S“1),S~D,S' 

Ajoutons que I’^quation (3), quand on y considere x, y, z comme 
variables, repr6sente un plan qui touche la surface des ondes au point 
{x,y, z), d’oh il suit que Ton a encore 

^ ’ l>*S“DyS~DsS 

Si Ton 6liminait x, y, z entre cette dernifere formule et les Equa- 
tions (a), (3), on devrait retrouver I’equation de la surface caracte- 
ristique. D’ailleurs, pour passer de I’Equation (4) ^ I’equation (5), il 
suffit d’Echanger Tune des surfaces centre Tautre, et cet Echange 
n’altEre point la formule (3). Done une elimination semblable ii celle 
par laquelle on dEduit la surface des ondes de la surface caracteris- 
tique sert aussi il dEduire la surface caractEristique de la surface des 
ondes. Cette remarque entraine Evidemment la proposition suivante ; 

TheorEue I. — Si la surface des ondes correspondante a une iquation 

OKuvret de C. — S. II, t. XII. 
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carojctiristique homogdne se change en surface caracteristique, recipro- 
quement la surface caracteristique se changera en surface des ondes. 

De ce qu’on vient de dire, il resulte imm6diatement que, Tequation 
de la surface des ondes etant donn^e, la forme de I’equation caract^- 
ristique s’en d^duira immediatement par une simple elimination. On 
reconnaitra ainsi, par exemple, que, si les diverses nappes de la 
surface des ondes se reduisent k des surfaces de spheres, le premier 
membre de I’equation caracteristique dependra seulement de 

etde D* + D*4-D|. 

Done alors, ce premier membre pourra etre decompose en facteurs de 
la forme 

D?-ft*(D» + D»+D|), 

designant la vitesse de propagation d’une onde spherique. 

Soient maintenant 

et 

r = y'df* + V* 4- s*, 

les rayons vecteurs menes de Torigine des coordonnees : i® au point 
(x, y, z) de la surface caracteristique ; 2 ® au point (a?, j, s) de la 
surface des ondes, et nommons S Tangle aigu compris entre ces memes 
rayons vecteurs. La somme 

xa?-t-yy + Z5 

qui sera negative, en vertu de Tequation (3), se reduira necessai- 
rement au produit 

— rrcos5; 

done la formule (3) donnera 

( 6 ) rrcosd = l*. 

Cette dernikre equation comprend un theoreme qu’on peut enoncer 
comme il suit : 

THfiORiME II. — Lorsque V equation caracteristique est homogdne, les 
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rayons vecteurs r, r, menes de Voiigine au bout du temps t, d deux points 
correspondants de la surface caracteristique et de la surface des ondes, 
jouissent de cette propriete que chacun d^eucc, multiplie par la projection 
de V autre sur lid-m4me, fournit un produit constant egal au carre de t, 

Corollaire. — 11 r^sulte du theoreme II que les quatre points qui 
repr6sentent les extremites des deux rayons vecteurs, ou la projection 
de I’extremit^ de Tun sur I’autre, sont situes sur une meme circon- 
ference de cercle. 

Comme, en vertu de la formule (4) ou (5), le plan tangent men6 a 
la surface des ondes, ou k la surface caracteristique, par I’extremite 
de I’un des rayons vecteurs r, r, est perpendiculaire a I’autre rayon, 
on pourra encore 6videmment deduire du theoreme II la proposition 
suivante : 

TflEORfiME III. — itant donne un syst^me d' equations aux derivees 
partielles, qui conduit d une equation caracteristique homogene, pour 
diduire la surface des ondes de la surface caractiristique, ou redproque- 
ment, il suffit de porter sur chaque rayon vecteur, mene de t’origine d 
I’ une des deux surfaces, une longueur reprisentee par le rapport entre le 
carre du temps et ce mime rayon vecteur; puis de faire passer par L'extre- 
miti de cette longueur un plan perpendiculaire d ce rayon. V autre 
surface sera celle que le plan dont il s’agit touchera constammeni dans 
les diverses positions quil peut acquerir. 

Nous terminerons ce M6moire par une remarque assez curieuse. 

Si Ton considers t comme une fonction de x, y, z determin6e par 
I'equation S = o, ou 

(7) F(x, y,z, 0 = 0 , 

cette fonction de x, y, z sera homogkne et du premier degre; on aura 
done non seulement 
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mais encore 

(9) xD,i-HyDj« + zD,/ = f. 

Or des Equations ( 8 ), ( 9 ) jointes aux formules (3) et (4)> on 
dMuira la suivante 

. . X _ y _ s _ xjr + yy + zs __ t 

J)*/ “ “ D,/ ~ —t i’ 

puis de celle-ci jointe k I’^quation homog^ne 

(11) 3{x,y,s, t)=:o, 

on conclura 

(12) Dyi, D,/, — l)=‘>* 

Cette derniere formule sera done une equation aux differences 
partielles a laquelle devra satisfaire la valeur de t donnee par la for- 
mule ( 7 ). 

Ainsi, par exemple, comme en posant 

F(a?, y, s, t)=:fi—Si*{x^ + y*+z^), 

on trouve 

« y2 1 . ^2 

02 > 


on devra verifier I’equation aux differences partielles 
(D,0*+(DrO*-<-{D.O‘=‘, 


en posant 




ce qui est effectivement exact. 



MEMOIRE 


SUR 

LA NATURE ET LES PROPRIETES DES RACINES 

D’ONE filUATION am REHFEHMS UN PARAMtTRE VARIABLE ('). 


Les racines d’une equation qui renferme deux variables x, t, et que 
Ton r6sout par rapport h la variable a:, ou, ce qui revient au meme, les 
racines d’une equation qui renferme, avec I’ineonnue x, un paramfetre 
variable /, jouissent de diverses propri6t6s qu’il importe de bien 
connaitre. L’une de ces propri6t6s est que ces racines sont genera- 
lement des functions continues du parametre variable, en sorte qu’elles 
varicnt avec ce parametre par degree insensibles. II en resulte que, si, 
en vertu de la variation du parametre, une racine reelle vient dispa- 
raitre, elleseraimm^diatement remplacee par des racines imaginaires. 
Cette derniere proposition n’est pas a beaucoup prfes aussi evidente 
qu’elle semble I’etre au premier abord. II est d’autant plus necessaire 
de la d^montrer qu’elle ne subsiste pas sans condition. En efTet, 
puisque la forme de I’^quation entre xet t est entiferement arbitraire, 
rien n’emp4che de donner pour racine x k cette equation une fonction 
discontinue du parametre t, par exemple la fonction 

t 

et il est clair que, dans ce dernier cas, x variera tres sensiblement, en 


(*) Voir un r4sum6 de ce Memoire, €Ewres de Cauchjr^ sene, t. VI, p. 202 ; 
Extrait 129 des Comptes rendus. 
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passant d’une valeur tr^s petite a une valeur tres grande, si le para- 
m^tre t, en demeurant tres voisin de zero, passe du negatit an positif. 
Pour que Ton soit assure que la racine x, consid6r6e comme fonction 
du paramfetre t, reste continue dans le voisinage d’une valeur particu- 
liere attribuee a ce paranaetre, il suffit que le premier membre de 
I’equation donn^e reste lui-meme fonction continue des deux varia- 
bles x, 't, dans le voisinage de la valeur particuliere de /, et de la 
valeur eorrespondante de x. C’est ce que je demontre, en m’appuyant 
sur un th6or6me que j’ai donn6 (') dans un M6nioire presents a 
I’Acad^mie de Turin le 27 novembre i83i. De ce th6oreme, qui deter- 
mine, pour une equation algebrique ou transcendante, le nombre des 
racines reelles ou imaginaires assujetties k des conditions donnees, je 
deduis immediatement la continuite de la fonction de t qui represente 
la racine x de I’equation donnee entre a? et et j’en conclus, par 
exemple, que, si, cette equation etant reelle, plusieurs racines reelles 
egales viennent a disparaitre, elles se trouveront generaleinent rem- 
placees par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le paragraphe I du present Memoire est relatif k des equations 
entre x et t, de forme quelconque. Dans le paragraphe II, je 
considfere des equations d’une forme particulifere, savoir : celles qui 
fournissent immediatement la valeur de t en fonction de x. Parmi les 
equations de ce genre, on doit surtout remarquer celles qui donnent 
pour? une fonction reelle et rationnelle dea?. Une semblable equation, 
r6solue par rapport a x, ne pent avoir constamment toutes ses racines 
reelles, pour une valeur r6elle quelconque de t, que sous certaines 
conditions, dont I’une est que les degres des deux termes de la frac- 
tion rationnelle soient egaux, ou different entre eux d’une seule unite. 
Les autres conditions consistent en ce que les deux termes, egales k 

(^) Ce th^or&me peut encore se deduire immediatement d'une proposition plus gendrale 
enoncde dans un second M6moire que fai public a Turin sous la date du i5 juin i833. 
Ajoutons que MM. Sturm et Liouville ont donne du m^me thdorerae de nouvelles demons- 
trations dont Tune est en partie fondde sur quelques-unes des considerations auxquelles 
j’aurai recours dans le paragraphs I du present Memoire. 
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z4ro, fournissent deux nouvelles equations, dont toutes les racincs 
soient reelles et inegales, et que la suite de toutes ces racines reunies>, 
et rangees d’apres leur ordre de grandeur, offre alternativeinent une 
racine de Tune des deux nouvelles equations, puis une racine de 
I’autre. Lorsque ces diverses conditions sont remplies, on peut etre 
assure non seulement que I’^quation propos4e, resolue par rapport 
k a;, a toutes ses racines r6elles et inkgales pour une valeur quelconque 
de t, mais encore que chacune de ces racines, pour une valeur crois- 
sante de t, est toujours croissante ou toujours decroissante, tant 
qu’elle reste finie. Quelques propositions etablies parM. Richelot (tw 
le Journal de M. Crelle, t. XXI, p. 3i3) se trouvent comprises dans 
celles que je viens d’enoncer. 

I. — Considerations generates, 

Gonsid^rons une equation 

(0 Fta?, 0=0, 

qui renferme deux variables a?, /, ou, ee qui revient au meme, une 
inconnue a? avec un paramktre variable t. Supposons d’ailleurs que le 
premier membre F (a?, i) reste g6n6ralement fonction continue des 
deux variables x, t, et ne cesse de I’fetre que pour certaines valeurs 
particulieres de ces variables, pour celles, par exemple, qui le rendent 
infini. Les racines de I’^quation (i), resolue par rapport a x, seront 
gkneralement elles-m§mes des functions continues dq t, qui varieront 
avec i par degr6s insensibles. Effectivement, on d6montrera sans 
peine la proposition suivante : 

THEORfeME I. — Nommons 

V, I 

deux valeurs Jinies et correspondantes de t el de x, propres a verifier 
r equation (i), et dans le voisinage desquelles la fonction F(a7, t) reste 
continue par rapport aux variables a?, t. Si 1' on attribue a la variable t 
une valeur tris peu differente de x, par consequent une valeur de la 
forme 


i = T “h 
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i designant un accroissement infirdmenl petit, positif ou negatif, ou 
mime imaginaire, I’dquation (i), resolue par rapport d x, offrira une ou 
plusieurs racines x tris peu differenies de\, et dont chacwie sera de la 
forme. 

j designant encoreune expression rielle ou imaginaire, infiniment petite, 
qui convergera, en meme temps que i, vers la limite zdro. De plus, le 
nombre de ces racines sera pricisement le nombre de cedes qui se riduiront 
a 'i dans I’iquation 

(2) F(j;,t) = o. 

Ddmonstration. — Concevons d’abord que, la forme de la fonction 
F {x, i) 6tant reelle, t represente une valeur reelle de t, et ^ une 
racine rielle simple de I’equation (i). Si Ton nomme 

t, i" 

deux limites qui comprennent entre elles la valeur t de la variable t, 
et 

x', 

deux limites qui comprennent entre elles la racine \, on pourra sup- 
poser les limites t" assez rapprochies dev, et les limites cd, as^assez 
rapprochies de \, pour que la fonction F (a;, t) reste continue entre 
les limites des deux variables t, x, et pour que I’iquation 

F(a;, t) = o 

offre une seule racine reelle i non situie hors des limites x', x". Mais 
alors les valeurs 

F(a!', t), F(a;', t) 

de la fonction f{x,t) se reduiront k deux quantitis affecties de signes 
contraires. D’ailleurs chacune de ces valeurs variera ividemment tres 
peu, et par suite conservera le signe qui lui appartient, si Ton y rem- 
place T par 't-hi, pourvu que I’accroissement i reprisente une 
quantiti positive ou ja6gative suffisamment rapproch6e de z6ro, et 
jnfArieure, abstraction faite du signe, k la plus petite des differences 
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c — t"—':. Done, pour de tres petites valours numeriques de i, les 

deux quantiles 

F(a;', T-i-i), F(aj", T4-j) 

seront elles-memes affectees de signes contraires; d’od il suit que 
l’6quation 

(3) F(a?. TH-i) = o 

offrira une racine reelle i +/ comprise entre les limites 

Enfin, comme ces deux dernieres limites pourront ^tre evidemment 
trfes resserr^es, quand i sera tres peu dififerent de zero, on peut affirmer 
que, dans ce cas, la valeur numerique de i deviendra tres petite avec 
les differences • 

I — x\ x"— 

qui la surpassent toutes deux. La premiere partie du th6or&me I se 
trouve ainsi demontr4e, dans le cas od les valeurs de t et de et la 
forme de la fonction F(ar, t) restent reelles, ^ etant d’ailleurs une 
racine simple de I’dquation (i). 

Concevons maintenant que, la forme de la fonction F (ar, /) ^tant 
reelle ou imaginaire. 


repr^sentent deux valeurs finies correspondantes, soit reelles, soit 
imaginaires, des deux variables 


la racine ^ de I’equation 


f, X, 

F(a?, t) — o 


pouvant 6tre ou une racine simple, ou une racine multiple. Comme, 
par hypothbse, la fonction 

F(a?, «), 

qu'on peut aussi presenter sous la forme 

FU4-(a: — 0. v+-(f — t)3, 

OEuvret de C. — S. II, t. Xll. 


17 
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reste continue dans le voisinage des valeurs t et ? des deux variables 
t et X, si Ton nomme 

P. e 

deux quantitds positives, ces quantit^s pourront 6tre assez rappro- 
chees de zero pour que la fonction dont il s’agitsoit toujours continue, 
quand, le module de la difference x — ^ etant inferieur h. p, le module 
de la difference t — 't sera inferieur a ?, et pour que I’equation 

F(ar, t) = 0 

n’offre aucune racine a;, diff6rente de qui produise un module de 
X — ^ inferieur ou seulement 6gal a la limite p. Posons d’ailleurs 

(4) ^=a + 6v/— I, x = u-t v\J — I, x — ^ = r(cos/) + \/ — i sm/?)> 

et 

(5) F(a-,T) = U + Vv'=^, 

a, S designant deux quantites reelles, u, p deux variables r^elles, r le 
module de a; — un angle reel, et U, V deux functions reelles de 
u, p. Puisqu’on ne pourra verifier I’equation 

F(a:, t) = o ou U-t-Vv/— 1 = 0, 

et par suite les equations reelles 

U = o, V = o, 

en supposant r = p, ou, ce qui rcvient au meme, 

« — ^ = p(cosjo + \/— I sin/?), 

et par suite 

(6) M=:a + pcos/>, p = S4-psin/?; 

il est clair que, pour ces derniferes valeurs de «, p, le rapport 

U 

V 
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ne se presentera jamais sous la forme indeterminee 

O 

O 

Cela pos6, soit A Vindice integral de la quantity 

U 

V’ 

consideree comme fonction de Tangle p, c’est-a-dire la difference entre 
les deux nombres qui expriment combien de fois, pour des valeurs 
croissantes de p, comprises entre les limites o, 2“, ou plus generale- 
ment entre deux limites reelles de la forme 

/>o, ?=;>«+ 2jt, 

cette quantite, en devenant infinie, passe : 1° du n^gatif au positif; 
2“ du positif au n^gatif. La valeur de A correspondante aux valeurs de 
u, V, fournies par les equations { 6 ), ou m§me a des valeurs tres voi- 
sines, sera unnombre entiercompl^tement determine; et Ton conclura 
d’un th6orfeme demontre dans le Memoire du 27 novembre i 83 i, que 
la moitie de cette valeur represente le nombre des racines x qui veri- 
fient T6quation 

F(x, t)=o, 

de maniisre a rendre le module de la difference x — ^ inf6rieur a p. 
Done, p 6tant inferieur au plus petit module que puisse offrir la diffe- 
rence entre deux racines distinctes dont Tune est la valeur de i-A 

correspondante aux valeurs de a, v, fournies par les equations (6), 
repr^sentera pr6cis6ment le nombre des racines qui sont egales a ? 
dans Tequation 

S F{JC, t) = o; 

et, si Ton nomme m le nombre de ces racines, on aura 
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D’ailleurs, si entre les valeurs extremes 

/>o et P = />o + 2 IT 

de la variable p, on interpose d’autres valeurs 

Pi i Pt pZ"* • ■ • » 

choisies avec />o de manifere qu’aucun terme de la suite croissantc 

Pit Pty P&y •••: E 

ne verifie Tune des deux equations 

U = o, V = o, 

etque jamais deuxtermes consecutifs de cette suite ne comprennent 
ii la fois entre eux une ou plusieurs racines reelles de I’^quatioji 

0 = 0 

avec une ou plusieurs racines r6elles de I’^quation 

V = o, 

la valeur de A sera complfetement connue, des que Ton connaitra le 
signe de chacune des quantit6s U, V pour chacune des valeurs 

Pu Pll Pi' •••! E 

de la variable p. En effet, nommons 

/>', P" 

deuxtermes consecutifs pris au hasard dans la suite 

Pit Pil Pti •••! E. 

Si ces deuxtermes comprennent entre eux une ou plusieurs racines de 
r^quation 

0 = 0 . 

V ne s’evanouira point entre les limites p—p',p= p", et en conse- 
quence, dans I’indice integral A, la partie S qui r6pondra aux valeurs 
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dep comprises entre ces mSmes limites sera nullc. Passons au cas ofi 
la fonction U ne s’evanouit pas entre les limites p=p', p = p"; alors 
la fonction U, qui demeure continue, par hypothese, conservera cons- 
tamment le meme signe entre ces limites ; mais dans cet intervalle la 
fonction V pourra changer une ou plusieurs fois de signe en passant 
par zero. Soient 

V', V" 

les deux valeurs de V correspondantes aux valeurs 

P" 

de la variable p. Si V', V" sont des'quantites de m4me signe, tandis que 
p passera de la limite p' a la limite p", la fonction V ne pourra changer 
plusieurs fois de signe sans passer, par exemple, du positif au negatif 
autant de fois qu’elle passera du negatif au positif; et comme on pourra 

en dire autant du rapport dont le numerateur ne changera pas de 

signe, il est clair que la partie ^ deA,correspondanteadesYaleursde/> 
renfermees entre les limites p'tp", se r^duira encore a zero. Enfin, si 
V', V" sont des quantites affectees de signes contraires, il suffira evi- 
demment, pour obtenir o, de tenir compte du dernier changement de 
signe que pourra subir la fonction V, avant que la variable/? alteigne la 
limite p"', et par suite S se r^duira tantot a -h i, tantot a — i, suivant 
que le signe de V" sera le signe qui affecte la fonction U ou le signe 
contraire. Ainsi chaque partie o de I’indice integral A sera connue, 
comme nous I’avions avance, des que Ton connaitra les signes de U et 
deV pour chacune des valeurs de p comprises dans la suite 

Pu Pit •••» P- 

Supposons il present quo, les valeurs de u, v etant toujours donnees 
par les formules (6), on nomme 

u,, v„ A, 


ce que deviennent 


U, V, A 
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quand on remplace par t: h- i, en sorte que U,, V, designent deux 
fonctions r^elles de u, v, determin6es par la formule 

F( M + P \/— I, T + j) = tl, + Vj S/— 1 . 

repr^sentera le nombre des racines a? qui v^rifieront I’equation 

F(a?, t4-/) = o. 

D’ailleurs on pourra supposer le module de i assez rapproche de zero, 
pour qu’une valeur de p, qui produisait une valeur de U ou de V sensi- 
blement differente de zero, produise encore une valeur de U, ou de V, 
sensiblement differente de z6ro et affectie dumemesigne que la valeur 
correspondante de U ou deV. Done le module de i pourra 6tre assez 
petit pour que la substitution de -r -4 - 1 a t n’altfere point les signes des 
valeurs de U et de V correspondantesa deux valeurs 

P', P" 

de p, qui ne reduisaient a z^ro ni U, ni V, et ne comprenaient entre 
elles aucune racine reelle de I’equation U = o. Mais alors, d’apres ce 
qui a ete dit ci-dessus, sera compl^tement connu aussi bien que A, 
et aura necessairement la meme valeur. Done, pour des valeurs du 
module de i inferieures k et suffisamment petites, on aura 

(8) A,= A, 

/ 

par consequent 



Ajoutons que la valeur de p, comprise dans les formules (6), pourra 
decroitre ind^finiment, si la quantity ? elle-m§me se rapproche indefi- 
niment de zero. Done, m etant le nombre des racines 6gales k ? dans 
I’equation 

F(a:, t) = o, 

et la fonction F (a?, /) 6tant supposee continue dans le voisinage des 
valeurs t et i des variables t et a?, on pent affirmer gen6ralement que, 
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pour de tres petites valours du module do requation 

F(a!, r-Hi) 

offrira m racines reelles ou imaginaires, et tres peu dilTerentes de 
Le theorfeme quo nous venons d’etablir entraine la proposition sui- 
vante : 

Th^oreme II. — F(a?, t) ilanl une foncUon rielk et diterndnee des 
varieties ar, r, nommons 

deux valeurs reelles et finies de ces variables qui virifient V equation 

F(a:, <) = o. 

et dans le voisinage desqueUes la fonction F (ic, /) reste continue. Si i 
r^rdsente une veUeur maximum ou minimum de t, desi-a-dire si z est 
toujoursinferieur^ ou toujours superieur, dux valeurs reelles que t peul 
acquirir pour des valeurs r&eUes de x voisines de I’ Equation 

F(3r, t)—o, 

resolue par rapport a x, offrira des racines imaginaires pour certcanes 
valeurs rdelles de t, voisines de la valeur t. 

% 

Demonstration. — En elfet, nommons m le nombre des racines a? qui 
seront 6gales a \ dans I’equation 

F(ar, t) = 0 , 

et * une quantite infmiment petite, que nous supposerons d’ailleurs 
negative si 'z est un minimum, positive si - est un maximum. En vertu 
du theoreme I, pour des valeurs de i suffisamment rapprochees de zero, 
l’6quation 

F(ar, T + J )=.0 

offrira m racines r6elles ou imaginaires tr6s peu differentes de ?.Mais, 
si ces racines ou seulement quelques-unes d’entre elles etaient reelles, 
alors, contrairement a I’hypothfese admise, -r cesserait d’etre un maxi- 
mum ou un minimum. Done elles seront imaginaires. 
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De ce qui vient d’Mre dit on d^duit encore imm^diatement ies deux 
theor^mes que nous allons enoncer. 

TutORfeME III. — Les mimes chases elant posies que dans le theorime II, 
si I’iquation 

F(J7, t) — O, 

apris avoir acquis m racines reelles igales entre elles pour une certaine 
valeur rielle "Z de la variable t, vient tout a coup d perdre ces racines 
reelles, pour une valeur reelle de t tris voisine de t, ceUes-ci se trouveront 
remplacies par m racines imaginaires. 

TafiORfiME IV. — Si I'iquation 

F(j;, f) = o, 

risolue par rapport dx, a toutesses racines rieUes pour une valeur reelle 
quelconque de la variable t, cette derniire variable, considirie comme 
fonction de x, ne pourra jamais acquerir un maximum ou un minimum i 
correspondant a une valeur reelle \ de x teUement choisie que F (a?, t) 
reste fonction continue dans le voisinage des valeurs \et 'z des variables 
X et t. 

Lorsque I'equation ( 2 ) offre m racines egales a on a identique- 
ment 

F(ar, T) = (a; — 

iix) designant une fonction de x qui ne devicnt ni nulle, ni infinie 
pour a? = ^. Done alors r6quation (3), ou 

F(a!, T + i) = o, 

peut §tre presentee sous la forme 

(9) F(a!, T-+-I) — F(a;,T) + (a: — — 


Or, en posant pour abrdger 


F(a;, T + i) — FfajjT) 
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on verra la formule (9) se reduire k celle-ci 

(10) (a; — ^)'"= I n(a?, j). 

II est important crobserver que, si Ton pose 

D,F(ar, 0 = ^), 

le rapport 

F(a?, T+t') — F(jr, r) 
i 

s’approchera indefiniment de 

^(j?, t), 

tandis que i s’approchera indefiniment de zero. Done, par suite, si la 
fonclion 

F(a*, t) 

reste continue avec sa deriv^e W (x, t) dans le voisinage des valeurs S 
et 7 des variables x et t, on pourra en dire autant de la fonction 

n(j?, /) 

qui restera continue elle-meme, dans le voisinage des valeurs E et o 
des variables x et i. 

Concevons maintenant que, les quantiles 

I 

6tant reelles, la forme de la fonction F (a;, i) soitpareillement reelle, et 
que I’expression 

^(a:, r) = n(a:, 0) 

acquifere, pour a? = 5 , une valeurfinie difftrente de zero. Nommons 
d’ailleurs 6 une racine primitive de I’^quation 

(11) 

Si Ton attribue a i une valeur infiniment petite, I’^quation (10), r^so- 
lue par rapport k offrira, en vertu du thkorkme I, m racines trfes peu 
dilFerentes de 1 . Or il est clair que, pour de trks petites valeurs numk- 
riques de i, chacune de ces racines verifiera Tune des m kquationsdis- 

OEuvres de C.— 5.11, >8 
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tinctes de la forme 

^ _L 

( 12 ) = 0 ]'«, x — l = B^[i\l{a:,i)y\ 

si le signe de i est eelui de la quantile 11 (i, o), et Tune des rn equa- 
tions distinctes de la forme 

1 -i- 

(13) ? = 9[— tn(^, or, x-^ = e^[~iU{x,i)y, 

si le signe de i est contraire a eelui de n(^, o). D’ailleurs, comme, 
pour une valeur nulle de i, chacune des Equations ( 12 ) ou (i3) se 
r^duit a 

a*— 1 = 0, 

eta par consequent pour racine simple la valeur $ de a;, on concluradu 
theorfeme I que, pour des valeurs reelles dei tres rapprochees de z6ro, 
une valeur de a? tr6s peu dififerente de ^ verifie comme racine ou cha- 
cune des equations ( 12 ), ou chacune des equations (i3). On se trou- 
vera ainsi conduit a la proposition suivante : 


THEORfiME y. — 
SB, t, nommons 


F{ob, t) disignavt une fonction rielle des variables 

V 


deux valeurs rdelles de x el de t, propres d verifier V Equation 

F(a?, <) = o, 

et dans le voisinage desquelks la fonction F {x, l) reste continue avec sa 
ddrivee W(x, t) relative d la variable t. Soil m le nombre des racines 
Sgales d ^ dans V equation 

F(ar, T) = o, 

en sorte que le rapport 

F{x, r) 

■ (ar — 

aequiire, pour X = une valeur Jinie differente de zero ; et supposons 
que Von puisse en dire autant de la fonction ‘5^’ (a;, t). Enfin posons 

F{a, t) = {x — ^)«‘^{x), 
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et 

n(j:, /) 7 + /) — F(a;, 7)^ 

i^{x) 

i desigrtant une quantile reelle. Viquation 

F(j;, T-i-i) = o 


offnra^ pour de tris petites valeurs numeriques de i, m racines trds peu 
differenies de dont chacune verifier a Vune des equations (12), si le 
signe de i est celtd de la quantile 


n(?.o)= 


-) 


et Vune des equations ( 1 3 ) « /e signe de i est conlrcdre a celui rfc 11 ( ?, o). 

Corollairel. — II est bon d’observer que les termes de la suite 

1, 5 ’, SS 


renfermes dans les seconds membres des equations (12), se redui- 
sent aux diverses racines in““« de I’unite, tandis que les termes de la 
suite 

5, S’. 6*. 


renfermes dans les equations (i 3 ), se reduisent aux diverses racines 
de — I . Parmi ces diverses racines, deux seulement sont r 6 elles, 
et se reduisent, la premiere a + 1, la seconde a 

— I, 


Par suite, des Equations (12) et (i 3 ) deux seulement sont r 6 elles,savoir, 
la premifere des Equations (12) et celle des Equations (12) ou(i 3 )qui 
renferme le facteur 9 ”*= — i. Ces deux Equations sontaussi les seules 
qui fourniront des valeurs reelles de a;, les racines des Equations ima- 
ginaires ne pouvant etre qu’imaginaires elles-m 6 mes. D’ailleurs la 
racine r 6 elle ou imaginaire de chacune des Equations (12), (i 3 ) sera 
immediatement fournie par la s^rie de Lagrange. 

CoroUaire II. — Si m est un nombre pair, deux des equations (12) 
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seront reelles, les Equations (i3) 6tanttoutes imaginaires. Done alors 
Vequation 

F (iCj c -4- f ) o 

offrira deux racines reelles et w — 2 racines imaginaires, si le signe 
de i est celui de la quantity 11 (^, o); mais quand le signe de i devien- 
dra contraire a celui de II(i, o), toutes les racines deviendront imagi- 
naires. 

CoroUaire HI. — Si m est un nombre impair, alors une seule des 
Equations ( 12 ) sera rdelle, ainsi qu’une seule des Equations (i3). Done 
alors, pour une valeur r^elle de i tr^s rapprocheedezero, soit positive, 
soil negative, I’^quation 

F(ar, T-h t) =0 

offrira une seule racine reelle et to — i racines imaginaires. 

’Le theor^me V et ses corollaires entrainent 6videmment les nouvelles 
propositions que nous allons 6noncer. 

iH^ORtME VI , — Les mimes chases itant posies que dam le thioreme II , 
si la valeur \ de x represente non une racine simple, mats une racine 
multiple de I’iqmtion ■ 

F(a!, t) = o, 

en sorte que, m racines itant igales d le rapport 

F(a:.T) ■ 

acquiire, pour x = ^, une valeur finie differente de siro, Inequation 

F(a-, e) = o, 

risolue par rapport ax, oj^rira des racines imaginaires, pour certaines 
valeurs rielles de t voisines de'z. 


CoroUaire. — Le theorfeme VI s’etend au cas mSme oil la valeurpar- 
ticuliere de t, repr6sent6e par t, deviendrait infinie, comme on le 
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prouverait ais^ment en substituant, dans ce cas, a la variable /, la 
variable . 


II. — Sar les racines des equations de la forme t r= Er(ar). 

En supposant, dans le paragraphs I, I’equation (i) r^duite a 
la forme 

on obtiendra, au lieu des theoremes II, IV, V et VI, ceux que nous 
allons enoncer. 

Th^orEme I. — ts (x) etant une fonction reeUe et diterminee de x ; si 
la variable t liee a x par I’equation 

(i) t — is{x) 

acquierl une valeur maximum ou minimum t pour une valeur reelh et 
finie de x, reprSsentee par et dans le voisinage de laquelle la fonction 
GT(a?) resle continue, I’equation (i), resolue par rapport a x, offrira 
des racines imaginaires pour certaines valeurs rielles de t voisines de la 
valeur t. 

TuEORiME II. — Si I’equation 

resolue par rapport ax, a toutes ses racines rielles pour une valeur rielle 
quelconque de la variable t, cette derniire variable ne pourra jamais 
acquirir un maximum ou un minimum 'z correspondant a une valeur 
rielle \dex, dans le voisinage de laqudle la fonction fs(x') resterait 
continue. 

Thi^or^E III. — tBt(aj) itant une fonction rielle et determinie de x, 
supposons la variable t Hie a la variable x par la formule 


t=:m(x). 
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Si I’ equation 

(2) 5j(a:) = c, 

offre m racines dgales a en sorle qvHon ait 

iix) disignant une fonction nouveUe qui acquiire, pour a? = ^, une 
valeur Jirde diffirente de zero ; V equation 

nT(a?) =T-)- *, 

ou 

(3) (a;_^)«= ' , 

ojffrira, pour de tris petites valeurs num^riques de i, m racines tris peu 
differentes de E. Soit d’aiUeurs 6 une des racines primitives de iiqua- 
tion 

6'"= I. 

Chacune des m racines de liquation (3) correspondantes a de tris petites 
valeurs numinques de i virifiera I une des mfornojdes 

si le signe de i est en mime temps celui de la quantiti #(?), et I’ une des 
m forrmdes 



si le signe de i est conlraire d cdui de ^(5). 

Tb£or£he IV. — t!T (x') itant une fonction reelle et diterminie de la 
variable et cette variable itant die a la variable t par liquation 

t=ST(x), 

nommons \ une valeur rielle de x, qui reprisente m racines rielles igahs 
de liquation 


■m{x) = x. 
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en sorts que le rapport 

vsix) —r 

acqidere, pour x = ^, une valeur finis diffirsnte de zsro. Si la Jonction 
t 3 (x) rests conUnus dans le voisinags de la valeur x — V equation (i), 
ou 

rs{x) = 

risolus par rapport a x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs resiles de t voisines de 'z. 

On peut encore deduire du th§oreme IV celui que nous allons 
enoncer. 

Thi^or^ue V. — ®(irr) itanl une fonction rielle et dilerminee de x qui 
ne cesse d’itre continue quen devenant infinie, si V equation 

rdsobiepar rapport ax^a toutes ses racines rielles pour une valeur reeUe 
quelconque de /, non sevdement ckacune des deux equations 

(6) ®(a?)=o, 

^’ 1 ^ ®(j?) ° 

aura pareillement toutes ses racines rielles; mais^ deplus., deux racines 
resiles distinctes de V equation (6) comprendront toujours entre elks une 
seuk racine reeUe de 1 ' equation (7), et, ridproquemenl, deux racines 
rielles distinctes de I’iquation (7) comprendront toujours entre elles une 
seule racine reeUe de 1 ' equation (6). 

Demonstration. — Puisque I’equation (i), ou 

r^solue par rapport ii x, aura toutes ses racines r6elles pour une valeur 
r^elle quelconque de ces racines ne cesseront pas d’etre toutes 
r4elles, lorsqu’on r6duira I’equation (i) a I’^quation (6) en posant 
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« = o, ou a r^quation (7) en posant ^ = 3* Soient maintenant 

6 , b' 

deux racines r6elles distinctes de I’^quation (6), et supposons, pour 
fixer les id^es, 

b<b'. 

Puisque la variable t, liee a x par I’equation 

i = nT(a:), 

varie avec x par degr6s insensibles tant qu’elle reste finie; si Ton fait 
croifre x depuis la limite i jusqu’a la limite b', t devra s’6loigner de la 
valeur zero pour y revenir, apres avoir acquis dans I’intervalle ou une 
valeur infinie, ou une valeur maximum ou minimum. Mais la dernifere 
supposition serait conlraire a Thypothese admise que I’^quation (i), 
r^solue par rapport a x, atoutes ses racines r6elles pour une valeur 
r6elle quelconque de t\ done la variable « devra prendre une valeur 
infinie, ou, en d’autres termes, I’equation (7) devra etre verifi6e pour 
une certaine valeur de x comprise entre les limites b, b'. 

En raisonnant de la meme maniere, et substituant k la variable t la 

variable j, on ferait voir que, dans Thypoth^se admise, deux racines 

r^elles distinctes 

a, o' 

de I’equation (7) comprennent toujours entre elles une racine reelle 
de I’dquation (6). 

Les th§oremes II et Y entrainent encore le suivant : 

Th£or£mb VI. — Les mimes ckoses itant posies que dans le thioreme V, 
si hs racines riunies des iquations (6) et (7) sorU rangies par ordre de 
grandeur^ de maniire a former une suite croissante, les divers termes de 
cette suite appartiendront aUemativement d I’ une et a I’ autre iquation; 
si ‘ailleurs on nomme 
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deux racines con$ecuti9es de V equation ( 7 ), la seconds de ces racines a! 
powant itre rernplacee par Vuifini positif oo et la premiere par Vinjini 
negatif — cc, la variable 

tz=.xs{x) 

sera toujours croissants ou toujours decroissanle^ tandis que la variable x 
passera de la limits a a la limits d , 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’eta- 
blir, concevons que ur(.r) soit une fonction reelle et rationnelle. 
Nommons 

^3i 

les racines finies et distinctes de I’^uation (7), et 

^15 

les racines finies et distinctes de Tequation (6). Enfin posons 

i ?(®) = (^~«i)(a;-as)(j: — a,)..., 

la fonction rs{as) sera necessairement de la forme 

( 9 ) • = 

?(«) 

k d6signant une quantite constante, et par suite I’equation (i) pourra 
^tre r^duite a 

(10) «(p(x) — A- 4 '(j?) = o. 

Alors aussi les deux Equations 

(11) 4<(j;) = o, 

(13) o{x) = o 

auront pr6cisement pour racines les racines finies des Equations (6) 
et (7), pourvu qu’on suppose, comme on peut toujours le faire, que la 
fraction rationnelle ©(a;) est r^duite a sa plus simple expression, et 
qu’en consequence les fonctions entieres 9(0;), 4'(®) n’ont pas de 

OEuvres de C. — S. II, t. XII. ig 
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commun diviseur. 11 y a plus : comme aucun terrae de Tune des suites 

<73, . . . , 

^1^ ^ 3 ' • ■ • 

ne pourra 6tre en meme temps un terme de I’autre, il est clair que, si 
Ton nomrae ^ Tune quelconque des quantites 

^81 ■ • -1 

etm le nombre des racines 6gales k ? dans I’^quation (6) ou (7), le 
rapport 

ig(a?) I 

(ar — {s — l)"‘Tss{a!) 

se reduira pour a; = 5 a une constante finie diff6rente de zero. Cela 
pose, admettons que I’equation (i) ou 

t =©(iC), 

resolue par rapport a x, ait toutes ses racines r^elles pour une valeur 
quelconque de t. On conclura du tyoreme IV, non seulement que les 
racines 

«j, <3*, ^3, 

^1, 63, 

sont toutes r6elles, mais encore que ces derni^res racines reunies, et 
rang6es par ordre de grandeur, de maniere k former une suite crois- 
sante, appartiennent alternativement a Tune et k I’autre Equation. Ce 
n’est pas tout; on conclura du th6oreme III : 1° eo y posant t = o; 

2®en y remplagant la variable / par la variable puis reduisant-^ k 

z6ro; que, dans Thypoth^se admise, chacune des Equations (6)et (7), 
par consequent chacune des equations (i i) et (12) ne saurait avoir de 
racines kgales. De ces diverses conclusions il results evidemment que, 
dans rhypothese admise, le nombre des racines de Tequation (12) et 
le nombre des racines de Tequation (i i), c’est-k-dire les degr6s des 
deux fonctions entikres 
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seront egaux ou differeront entre eux d’une unite. Done, en resume, 
on pourra enoncer la proposition suivante : 

TneoRfiME VII. — vs(x) etant une fonction reelle et rationnelle de x, si 
r^quaUon 

7S{X) = t, 

resolue par rapport dx, a toutes ses racines reelles pour une raleur reelle 
quelconque de les degres des deux termesde la fraction rationnelle xs(x) 
seront egaux ou diffireront entre eux (Tune settle unite; de plus, les racines 
de chacune des Equations 

sy ^ } 

seront reelles et inegales; enfin toutes ces racines reunies et rangees par 
ordre de grandeur, de maniire d f ormer une suite croissante, appartien- 
dront alternativement a I’ une el d U autre equation. 

Corollaire /. — Les memes choses etant posees que dans le th^o- 
r^me VII, nommons n le nombre entier qui represente ou les degres 
des deux termes de la fraction rationnelle rs{x), lorsque ces degres 
sont 6gaux, ou lorsqu’ils deviennent inegalix, le plus grand des deux. 
Concevons d’ailleurs que les racines finies de chacune des ^nations 

TS5 \ *^ ) 

soient rangees par ordre de grandeur, de maniire a former une suite 
croissante, et que les deux suites croissantes ainsi obtenues soient 
re.spectivement 

^11 • • • , 

.... 

Siifin, supposons toujours les fonctions entieres ©(a?), '<}'(^) deter- 
miA4es par les formules (8). Si les racines reunies de Tune et de I’autre 
Aquation sont de nOuveau rangees par ordre de grandeur, on obtiendra : 
1 ° la sttite 


(<3) 


•••) a«— ii 
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quand la fonction '^{sc) sera du degre n et la fonction 0(3?) du degre 
re — I ; 2“ Tune des deux suites 

(1 4 ) «!, bi, a„ a„, bn, 

(15) by, ij, Cfj, b„. a„. 

quand les fonclions 9 (ic), 'K^) seronf I’une et I’autre du degr 6 n; 
3 ° enfm la suite 

(16) Cti, bi, dJj, b^, •••, bn—t, ^n, 

quand la fonction 4 '(^) sera du degr 6 h — i et la fonction ®(ir)du 

degre re. Quant aux valeurs 

— 00 et -h 00 

de la variable a;, elles v^rifieront, dans le premier cas, I’equation (7), 
et dans le troisiime cas, I’^quation (6); tandisque, dans le second cas, 
elles r6duiront la A’aleur de tar(a?) g6neralement donn6e par la for- 
mula (9), k la constante 


CoroUcure II. — Pour dernontrer tr^s simplement la premibre partie 
du-th6oreme VI, il suffirait d’observer que, si Ton nomme 

Zt I 


la dilfbrence entre les degres du numerateur et du denominaleur de 
la fraction rationnelle ®(a?), I dbsignant un nombre entier qui pourra 
se rbduire a zero, I’bquation 

cj(a?) = t, 


jointe k la formule (9), donnera sensiblement, pour une trbs grande 
valeur numerique ou pour un trbs grand module de la variable x, 


par consequent 


t = 



ou 



Or, comme I’dquation binome qui precede fournira, pour des valeurs 
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negatives de des valeurs imaginaires de ic, si le nombre / surpasse 

Tunite, on pent en conclure immediatement que, si i’^uation (i), 
resolue par rapport a a*, a toutes ses racines reelles, pour une valeur 
reelle quelconque de /, le nombre /, c’est-a-dire la difT^rence absolue 
entre les degres des deux termes de la fraction rationnelle ar(ie), se 
r^duira simplement a z6ro ou a Funite. 

On peut demontrer encore facilement I’inverse du theoreme VII, 
c’est-a->dire la proposition suivante : 

TflfioRfeME YlII. — cj(x) itant une fonction reelle et radonnelle de x, 
si ks degres des deux termes de cette fonction ou fraction rationnelle sont 
egaux ou different entre eux d’une seule unite; si d’ailleurs les racines de 
chacune des equations 


sont toutes reelles et inegales, si enfin ces racines, rangees par ordre de 
grandeur, appartiennent alternativement d I’une et d V autre equation, 
alors, resolujc par rapport d a?, I’ Equation 

rs{x) = t 

aura toutes ses racines reelles, pour une valeur reelk quelconque de la 
variable t. 


Dimonstration. — Posons toujours 


Bj( r) = k 




designant deuxfonctionsenti^res de x, dans chacune des- 
quelles la plus haute puissance de x aura I’unite pour coefficient, et A 
une coDstante qui sera n^cessairement reelle. Soit encore n le nombre 
entier qui representera, dans I’hypothese admise, les degres des fonc- 
tions si degres sont egaux, ou, s’ils sont inegaux, le 

plus grand des deux. On aura trois cas a considerer suivant que les 
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degres des fonctions entieres 


seront 

ou 

ou enfin 


©(a-) 
n et n — i , 


n et /i, 


/i — I et /2. 


Or, supposons d’abord 'l(^) du degre n, et o{x) du degre n — r. 
Soient dans ce meme cas 


^ 1 , • • • ) 


les racines, supposees reelles et inegales, de, I’equation 

o {x) z=. O, 


ces racines 6tant rangees par ordre de grandeut; la suite croissante 
des racines de T^quation 

I 


sera 


00, ^1, tZj, 


et puisque deux de ces racines, prises consecutiveinent, comprendront 
entre elles une seule racine simple et reelle de I’equation 

'}'(«) = o, 

deux termes consecutifs de la suite 

i(— oo), 4/(ai), •••» +(«»-i). (j^Coo) 

seront toujours affect^s de signes contraires. D’ailleurs la derni^re 
suite offrira les valeurs diverses de la function 

correspondantes aux valeurs 


— 00 , aj, at, 


li 0^ 
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de la variable x, ct a une valeur finie quelconque de la variable t. Done 
deux de ces valeurs de ar, prises consecutivement, comprendrontentre 
elles au moins une racine reelle et simple de I’^quation 

— |o(a?) = o; 

done eette equation, qui est du degren, admettran racines r^ellespour 
une valeur reelle quelconque de t. En d’autres termes, pour une valeur 
r6elle finie de des valeurs reelles de x pourront seules devenir 
racines de I’equation 

— I ?(•») = o. 

ou, ce qui revient au meme, de I’equafion 

Ajoutons que, si la valeur de t devenait infinie, les racines de I’^qua- 
tion 

ne cesseraient pas d’etre reelles, puisqu’elles se rMuiraient simple- 
ment aux racines 

I , 

•••? 1 Cl itoC 

de I’equation 

I 

= o. 

OT(a?) 

Si la function 'K-®) tiu degr6 « — i, et la function o(a;) du 
degre n, alors, pour demontrer le theoreme VIII, il suffirait de rai- 
sonner coinme nous venons de le faire, en substituant la function —j— 
a la function ts(x). 

Enfin, si les fonctions 

sont Tune et I’autre du degr6 n; alors, en representant par 

On 


Cl\^ Otin • • • j 
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la suite croissante des racines de I’^quation 


et par 


rf{x)=o, 

6j, , 6n 


la suite croissante des racines de I’equation 


|(aj) =0, 


on conclura encore de raisonnenaents semblables k ceux dont nous 
venons de faire usage, que, pour une valeur reelle de i, I’fequation 


rMuctible a chacune des formes 


(17) 




offre toujours, dans I’hypothese admise, non seulement n — i racines 
reelles dont chacune est comprise entre deux termes consecutifs de la 
suite 

J ^2i • • • ) 


mais aussi n — i racines r6elles dont chacune est comprise entre deux 
termes consecutifs de la suite 

• • • 1 

Done cette meme equation, qu’on peut reduire a une equation reelle et 
algebrique du degre n, ne saurait admettre une seule racine imaginaire. 
Done ses n racines seront r6elles pour une valeur reelle quelconque 
de t; et le th6oreme VIII, dans le cas que nous considerons, ne cessera 
pas d’etre exact. 


CoroUaire /. — Les conditions enoncees dans le theoreme VII 6tant 
remplies, si Ton represente par 

^i, 

la suite croissante des racines de I’equation xs{x) = o, et par 


<X\^ 
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1S3 


la suite croissante des racines de I'equation = o, ces diverses 
racines, rangees par ordre de grandeur, fourniront Tune des 
suites (i3), (i4)» (i5), (i6). Alors aussi I’equation (i) pourra ^tre 
pr6sent6e sous la forme 

(l8) J _ jr. (g — l>t) (jn—bj)... 

k designant une constante reelle. 

Corollaire 11. — Si, pour fixer les idees, on suppose n = i, la va- 
leur de 

t 

T 


tir6e de I’equation (i8), prendra I’une des trois formes 


x — bf 



1 


sc — a 


D’ailleurs, on reconnaitra facilement : i° que la difference 

X — b 


croft sans cesse, tandis que la variable x croft en passant de la limite 
— eo a la limite -h oo; 2 ® que le rapport 

I 

X — a 

decroft sans cesse, tandis que la variables; croft en passant de la limite 
— 30 a la limite a, ou de la limite a k la limite sc ; 3® que la fraction 

X — b a — b 

rr: I 

a: — a x — a 

est toujours d6croissanle avec le rapport ^ quand on a 

a>h, 

et toujours croissante pour des valeurs croissantes de x — a, quand 
on a 

a ah, 

OEurres de C, - S. II, t. XU, 
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De ces observations, relatives au cas particulier oti Ton suppose n = i, 
on conclura sans peine que, dans cette supposition, et meme plus 
gen^ralement, pour des valeurs quelconques du nombre entier n, la 
valeur de /, fournie par I’^quation (i) ou (i8), sera toujours croissante 
ou toujours decroissante, tandis que la variable sc croitra en passant 
d’un terme quelconque de la serie 

(19) —00, a,, flf,, flta CO 


au terme suivant. Pour 6tablir, par exemple, cette derniere propo- 
sition, dans le cas od, le numerateur de la fraction rationnelle zs(x) 
6tant du degre n, le denominateur est du degre « — i , il suffit de pre- 
senter successivement les valeurs de t sous chacune des formes 


X — bi x — b^ x—b„ 

• • • j 

X — ^ ^ 


X — bj X— bj 
X — Oi X — a. 


X — &„-i 

X — a«_i 


(a? — a„). 


En consequence, on pent enoncer la proposition suivante : 


TneoReME IX. — Les mimes choses etant posies que dam le thiorime VIII ^ 
si Von repriserOe par 


^1? 


la suite croissante des racines finies de I' iquation 


la valeur de 


cr(a-) 
f = BT(a;) 


sera toujours croissante ou toujours decroissante, tandis que la variable x 
croitra en passant d’un terme de la serie 

(19) —00, ai, aj, flj, 00 

au terme suivant. 


Corollaire. — Pour bien comprendre le theoreme IX, il est neces 
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saire de distinguer trois cas, suivant que les degres des deux termes 
de la fraction rationnelle is(x) sont 

n et n — i, ou n et n, ou enSn n — i et n, 

Dans le premier cas, — x, oo seront racines de I’equation 

W{X) ~ 

et la valeur du rapport 

t 

k 

croitra sans cesse en passant de la limite — x a la limite ■+■ x, tandis 
que la variable x croitra en passant d’un terme de la serie (19) au 
terme suivant. 

Dans le troisieme cas, — x et -H x seront racines de I’^quation 

m{x) = o; 

et, tandis que la variable x croitra, en passant d’un terme a' de la s^rie 
(19) au terme suivant a", la valeur du rapport 

t 

k 

d6croitra sans cesse, en passant de la limite zero a la limite — x, si 
Ton a a'= — x; de la limite x k la limite z6ro, si Ton a a" = x; et de 
la limite x k la limite — x, si a' et a” conservent des valeurs finies. 
Enfin, dans le second cas, — x, x seront racines de I’equation 

rs{x) — k; 

et, tandis que la variable x croitra, en passant d’un terme quelconque a 
de la s6rie (19) au terme suivant a", la valeur du rapport 

£ 

k 

croitra ou decroitra sans cesse en passant g^neralement de la limite 
— X a la limite + x, ou rSciproquement, suivant que la plus petite 
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racine b^ de I’^quation 

m{x) =o 

sera sup6rieure ou inferieure a la plus petite racine a, de I’equation 


7s{a;)~ 

Ajoutons que la premiere des valeurs extremes du rapport 

t 

T 

si Ton a a' = — 00, ou la seconde, si Ton a a'= oo, devra cesser d’etre 
infinie, et se reduire simplement k I’unitfe. 

Dans les applications que nous venons de faire des principes ci- 
dessus etablis, nous avons suppose que la fonetion cy(a?) etait alge- 
brique et meme rationnelle. Pour montrer une application des memes 
principes a une function transcendante, il nous suffira de prendre 

By(ar) = tangaaf; 

a d^signant une constante r6elle. Alors I’equation (i), reduite a 

£ =: tangao;, 

ou, ce qui revient au m^me, a 

^ sin ad; 

~ cosaar’ 

aura, comme Ton sait, toutes ses racines x reelles. Done, en vertuidu 
theoreme VI, les racines des deux Equations (6) et (7), ou 

siaad; = o, eosaa! = o, 

6tant reunies et rang^es par ordre de grandeur, appartiendront alterna- 
tivement a I’une et a I’autre equation, ce qui est effectivement exact. 



NOTE 


SCR 

QUEIQUES THEOREMES D’ALGEBRE. 


Un lemme dont M. Lame a fait usage pour demontrer rimpossibilit^ 
de resoudre en nombres entiers I’equation 

se dedait ais6nient d’un th^oreme d’alg^bre que Ton peut enoncer 
comme il suit : 

Thboreme 1. — n designant un nombre impair non divisible par 3, si 
la somme des puissances de deux variables x, y est retranchee de la 
puissance de leur somme 

x+y, 

le reste 

(i) {x + yY — X'* — y'* 

sera divisible dgebriquement, non seulement par le produit 

comme il est facile de le reconnoitre, mais encore, pour des valeurs de n 
superieures a 3, par le trinome 

y* 

x' + xy+y^=z , 

et mime par le carii de ce trinome, lorsque n divisi par 3 donnera pour 
reste runiti. 
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Ddmonsiration. — Pour s’assurer que I’expression (i) est algebri- 
quement divisible par chacun des facteurs 

y-, 

il suffit de s’assurer qu’elle s’6vanouit, quand on y pose 
x=.Q ou y=o ou r= — X, 

ce qui est effectivement exact. Pareillement, pour d6montrer que I’ex- 
pression (i) est divisible par le produit 

x^ + xy-hy'^, 

il suffit de prouver qu’elle s’evanouit, quand on y pose 

y’=,CK.x OU 

a, S d^signant les deux racines de I’^quation 

x‘-i-X + l = 0, 

ou, ce qui revient au mftme, les deux racines imaginaires de I’^quation 


Or, comme ces deux racines v6rifient non seulement la condition 


IH- a H- S = o, 

mais encore, lorsque n n’est pas divisible par 3, la condition 

1 4 - «“+ 6 “=: O, 


la supposition 

y=zoix ou y=zSx 

reduira I’expression (i) au produit de a;" par Tune des sommes 


(i -h «)“ — I — «“= — I — a"-!- ( — S)", 
(H- S)«— I — 6» = — 1— 6n4-(_a)”, 


et par consequent au produit de a;“ par 

— (i + «"+6'*) = o, 

toutes les fois que n sera un nombre impair non divisible par 3. Done 
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alors I’expression (i) sera divisible alg^briquement par le trinome 

il y a plus : elle sera divisible par le carr6 du m^me trinome, si, en 
supposant 

y = ax ou y = S.r, 

on fait 6vanouir non seulement I’expression (i), mais encore sa derivfe 
relative ky, savoir : 

c’est-k-dire, en d’autres termes, si les binomes 

(i + a)"”* — «“"' = ( — S)""* — a""’, 

(, + S)«-‘- S»-‘ = (- a)"-*- €«-> 

se r6duisent a zero. Or c’est pr6cisement ce qui arrivera toutes les fois 
que le nombre impair n, etant divise par 6, donnera I’unite pour reste. 

Exemples. — Si Ton prend successivement pour n les divers nombres 
3, 5, II, i3, 

on trouvera 

(an- y)* — sc* — _y*=3a?/(a? -h j), 

(x -i-y)*— X* — v*= 5xy(x -i-y)(x*-i~xy + y*), • 

(x+yy — x'^—y*—yxy(x+y) (x*-t-xy -f-y*)‘, 

(x + y)" — x‘* — y^* 

= iixy(x-hy)(x*-hxy+y*) [(x*+ xy -i-y*)*+ x*y*(x-i~yy], 
(a;+yy*—x^*-r'* 

= i3xr(x -hy)(x*-i- xy -hy*yi(x*-t-xy-t-y*)*+ ax*r*(x+y)*]. 


Des demonstrations semblables a celle que nous avons donnee du 
theoreme I s’appliquent k d’autres propositions d’algebre. Ainsi, en 
particulier, de ce qu’une fonction entiere d’une ou de plusieurs 
variables independantes ne peut s’evanouir avec Tune quelconque de 
ces variables, sans etre divisible par chacune d’elles, on doit conclure 
que, si 

f(a;), {(x,y), f(x, y, s), ... 
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representent des fonetions entieres des variables independantes 


X, 


les sommes 


f(a;) — f(— a!); 

• fU,y)-f(-x,/)-f(x,-y) + f(-a?, -j); 

i(x,y, z)~i(—x, y, z) — r(a;, — s) +f(— a?, —y, s) 

— f{x, y, — s)-t-f( — a?, y, — 3)-i- f(x, — /, -) ~ f(~ /i -)t 


seront algebriquement divisibles, la premiere par a?, la seconde par le 
produit xy, la troisi^me par le produit xys..,. On pourra done 

6noncer la proposition suivante : 

TafeoMtME II. — Soie/ii 

y , • 

n variables indSpendantes, et 

f(a!, J', a, . . . ) 

une fonclion enliire de ces variables. Soil encore 

la somme formee par V addition de ceUe fonetion et de celles que Uon pent 
en deduire a I’ aide d’une ou de plusieurs operations successim, dont 
chacune consiste d changer simultojidment le signe de la foncuon et le 
signe de I'une des variables. La somme S sera divisible algdbriquement par 
le produit de toutes les variables 

Nota. — Les termes qui composeront la somme « seront tons com- 
pris sous la forme gen6rale 

±f(±ar, ±/, ±», . ..), 

le signe ext6rieur «i la fonetion f dtant le produit de ceux qui affecte- 
ront interieurement les diverses variables x,y, s, — Done le nombre 
des termes de la somme S sera le nombre 2 " des valeurs difF6rentes que 
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pourra prendre I’expression 

f(± X, ±J, ±5, ...), 

eu 6gard au double signe qui se trouve place devant chaque variable, 
etquipeutetrereduit arbitrairement soil au signe + , soil au signe — . 

CoToUaire /. — Le produit xyz . . . etant du degre n, si la fonction 

s, ...) 

est d’un degre inf^neur k n, la somme s, algebriquement divisible par 
le produit toys .. verifiera necessairement la condition 

s = o. 


CoroUaire II. — Si la fonction 

est precis^ment du degre n, alors non seulement la somme s sera divi- 
sible algebriquement par le produit 

xyz , . . y 

mais de plus le quotient de s par ce produit sera une fonction enti^re 
du degre zero, c’est-a-dire une quantite constante. On aura done, en 
d^signant cette constante par 3, 

^ Q xyz • . . • 

Si, d’ailleurs, on repr^sente par 

la partie proportionnelle au produit xyz .. . dans la fonction 

cette partie sera evidemment commune a la fonction i{x,'y,z , ...) et 
k toutes celles qui s’en deduisent. Done, puisque le nombre total de 
ces fonctions, y compris la premiere, est 2 ”, on aura 


OJSuvres de C. ^ S. !!, t» XII. 
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et 

S = 


Si, pour fixer les id6es, on prend 


on aura 
et par suite 


SZ = I .2.3. . .n, 

8 = 2 " 1 . 2 . 3 .. .nxyz .. .. 


On peut done enoncer la proposition suivante : 


Tu^ioRfiME III. — n etant le nomhre des variables independantes x, y, 
z, soil S la somme forrnbe par V addition de la fonciion 

(ar+z + s-h...)" 

et de toutes celles qui se trouvent comprises sous la forme 

■±{±x±.y±.z-±i...)”- 

lorsqu'on reduit le signe exidrieur, cest-d-dire situe hors des parentheses, 
au prodvit des signes intirieurs. On aura 

S = 2''.i.2.3.../iiry5.... 


Ainsi, par exemple, on trouvera successivement 

X — ( — a?) = 22?, 

(a?-l-/)®— {-x-^yy — (a? — ( — x — /)*= 2*. i .2.2?^, 

(a; + _y -I- a)* — (— a; -t-/ -I- 5)*— (a? — 7 + (— a? — + s)’ 

— (a? -h/ — a)* +• (— a? -hj — a)*+ (a- — y — s)’ — (— a? —y — «)* 

= 2*.i.2.3xyz. ... 

Le theor^me III, ainsi que nous I’avons inontr6 dans les Gomptes 
rendus des seances de V Acaderrde des Sciences pour Tannee i84o(’), 
conduit facilement k la determination complete des sommes altern6es 
d'?s racines primitives des equations binomes. 


(*) CEttpres de Cauchy, i''s6rie, 1. V, p. i52; Exlrail 82 des Comptet rendus. 
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Concevons maintenant que, 

etant une fonction entiere donf. le degre surpasse le nombre n des va- 
riables x,y, z, on designe par 

y^x'‘y'z”> . . . 

I’un quelconque des termes dont cette fonction se compose. Pour que 
la somme, designee pars dans le theoreme II, offre une partie corres- 
pondante a ce terme, il sera necessaire et il suffira que ce meme terme 
change de signe avec chacune des variables 

•r, y, z, 

par consequent, il sera necessaire et il suffira que chacun des expo- 
sants 

k, m, ... 

soit un nombre impair. Sous cette condition, le terme dont il s’agit se 
trouvera, dans la somme 3, multiplie par le nombre 2 *, tandisque, dans 
le cas contraire, il disparaitra ^videmment dc la meme somme. De 
cette simple observation on deduit immediatemeat la proposition 
suivante : 

THEORtME IV. — Soit 

• • •) 

une fonction entiire de n variables x,y,z, .... Soit, de plus, 

F( j?, y, 5 , . . •) 

la partie de cette fonction qui se compose de termes de la forme 

a, b,c, ... etant des nomhres entiers, c’est-a-dire de termes dont chacun 
renferme toutes les variables elevees a des puissances impaires. La somme 
designee par s dans le theorime II sera Uee a la fonction 
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par la formvde 

fS = 3'*F{jr, V, s, ...). 

CoroUaire I. — Puisque Jans chaque terine de la fonction 

If Si ■ ■ • 

l«>s exposanfs 

2a-i-Ci 2b-hl, 2C-4-I, 

de toutes les variables sont des nombres impairs, la somme de ces 
exposants, savoir, 

2 (a -H 6 + c+. . .) 4- n, 

sera toujours Tun des nombres 

/I, -H 4, .... 

Done si f(.r, V, s, ...) ne renferme point de termes dont le degre se 
reduise ii Tun de ces nombres, on aura 

^ = O. 

C’est ce qui arrivera, en particulier, si f(a:, v, s, ...) est une fonction 
homogene dont le degre se reduise a Tun des termes de la progression 
aritlimetiquc 

n -+• I ^ ft 3, n ■+- 5, . • • j 

par exemple, si Ton prend pour f(ir, v, s, . . .) I’une des functions 

(ar-4-y + s4-...)"’^S (a: +K +5 . .. 

CoroUaire 11. — Si Ton prend successivement pour i{x,y,s, ...) 
chacune des fonctions homog^nes 

(jr-f- V 4- s +■...)», (J? 4-/4- 3 4-...)"+*, (a:4-V4-s4-...)"-^S 

on tirera du theoreme IV, joint a la formule qui fournit le d^veloppe- 
ment d’une puissance entiere de la somme a? 4- j 4 - s 4 - . . . , 

S = a".i.2.3...narj^3. 

puis 

= 3"4.3* ••(« 4- a)jr/3. ..(a‘*4-j^*4-js*4-. . 
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puis 

= 2”.6.7...(ra + 4)J7y5... 3*4-...+ + + 

ou, ce qui revient au mfenae, 

S = 2“+‘.7. . .(/i-h4)x7s. . .[3(a:*+7‘+ 3*. . ,) + io(ar*7* + a:*3*-f-. . .+ r*3*4-. . .)]. 


La premiere des formules qui precedent reproduit le theorem e III ; la 
seconde donne 

{x + 7 )*— (— X + 7 )*— (^ — 7)‘+ (— X — 7)‘= 2*.4a7(3f*4- 7 ‘), 

(j- 4 - 7 -i- 3 )*— (— j:+ V 4 - 3 )*— (x— 7 4 - 3 )®+ (—3; —74- 3 )* 

— (x 4- 7 — 3 )‘ 4 - (— X +7 — 3 )‘-t- (X — 7 — 3 )‘— (— X — 7 — 3)* 

= 2’.4-5x7s(x’4'7*4- 3*), 


la troisi^me ou quatri^me donne 

(x 4-7)‘— (— X 4- 7)‘— (x — 7)*4- (— X — 7 )‘ 

= a’x 7 [ 3 (x‘ 4 - 7 * ) 4- iox* 7 * ] , 

(x4-74-3)‘ — (—X4-74-3)’—(x — 74-3)’4-(—X--74-s)’ 
— (X4-7— 3)’4-{— X4-7 — 3)’4-(x — 7 — 3 )’— (— X — 7 — 3)» 
= 2‘.7X73[3(x*4-7* 4- 3*) 4 - I0(X*7*4-X*3*4-7*3*)], 


En terminant cette Note, nous remarquerons que, dans le cas oh 
f(fl 7 , y,z, .. .) est une fonction homogene de x, /, s, . . les diffcrents 
termes dont se compose la somme 3 sont egaux deux h deux, eu egard 
k la formule 

f(x,7, 3, ...)={-i)"f(— X, -7, — s, ...)• 


Ainsi, par exemple, si Ton prend 

f(x,/) = (x4-7)*, 

on trouvera 

(x4-7)*=(-x— 7)*, 


et par suite, en rempla?ant x par — x, 

{— x4-7)*=(x-7)*. 


/ 
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SI Ton pr<‘n<l an confrain* 

fl X, 3 ) = ( X -f- — 3 I®, 

on fronvera 

(./• — V J- 3 )» = — (— .r — V— 3)’, 

(‘t par suito 

.r-^_v — 3)'' = — ( X — I'-t-s)’, 
f jr— _v~3|’ = — ( — .r-i- V-+-3)’, 

( — .f — 7 -r 3 ( j+v — 5 )’, 


Cela pose, on tirora des forraules ei-dessus etablies : 

I" En prcnaiif success! vement pour f^arj V, s, ...) les fonctions 

(jr-i-r)», i.r + j' -h 3 )'' 

(x-ry)*—{x—y)^=Qi.zxy, 

(j:+ v-(- 3 )’+ ( .r— — 3 )'' 

j; + j'~ 3 )*+( — X — y + zy — 2^ . i .2 .Sxys, 


2 " En prenant pour f(-r, v, s), Tune des fonctions • 

+ (a:H-v + 3 j', 

(x + yp— (x— v)» = 2 . 4 xy(a;*+ 7 *), 

(j?4-/ + 5)’ + (a?— V — 3 )* 

+ (— a: + j — 3 )* 4- (— — y + 3 )* = 2 * . 4 • 3 jrj's ( j;* + y ’ + 3® ) ; 

3® En prenant pour f(a?,y, z) Tune des fonctions 

(x-t-/)*, (iC+/4-3)’, .... 

{x -i-y)* — {x — y)*= 2 *xy[ 3 (x* -+-y*) 4- to’x’y], 

(x -i-y + j)’4-(x— y — 3)’4-(— x+y — 3)®4-(— X — j + s)® 
3 =a*. 7 xys[ 3 (x*+y* +• 3*) + io(x*y* 4 -x* 3 * 4 -y* 3 *)], 


La derniere des formules auxquelles nous venons de parvenir coincide 
encore avec Tune de celles dont .M. Lame a fait usage dans son M6moire 
sur I’impossibilite de resoudre en nombres entiers I’equation 


x’4-’y4- 3’=o. 



NOTE 


sen 

LES DIVERSES SUITES RUE L’ON PEUT FORMER 

AVEC CES TERMES DONNfiS. 


Considerons une suite composee de divers termes 

a, b. c, rf, .... 

On pourra de cette premiere suite en d^duire plusieurs autres, en 
intervertissant I’ordre dans lequel les termes se trouvent Merits. De 
plus, si Ton compare une quelconque des nouvelles suites a ia pre- 
miere, on se trouvera naturellement conduit par cette comparaison a 
distribuer les divers termes 

a, b, c, d, ... 

en plusieurs groupes, en faisant entrer deux termes dans un m^me 
groupe toutes les foisqu’ilsoccuperontlememe rang dans ia premiere 
suite et dans la nouvelle, et en formant un groupe isoie de chaque 
terme qui n’aura pas change de rang dans le passage d’une suite k 
I’autre. Pour indiquerun de ces groupes, nous renfermerons entre deux 
parentheses les termes dont il se compose, en faisant succ^der imme- 
diatement i’un a I’autredeux termes qui occuperontle meme rang dans 
la nouvelle suite et dans la premiere. Alors le premier terme de chaque 
groupe devra etre cens6 succeder au dernier. On pourra d’ailieurs 
prendre pour premier terme Tun quelconque de ceux qui composent 
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le groupe, ce qui pemettraderepresenterleraemegroupepardiverses 
notations equivalentes. Ainsi, par exemple, Tune quelconque des quatre 
notations 

b, c. (/), 1 6 , c, d, a), (c, d, a. b), id, a, b, c) 
indijjnera un groupe forme par les quatre termes 

a, Cy dy 

et il y aura effectivement lieu a former cc groupe, si, dans le passage 
de la premiere suite a la nouvelle, les quatre termes 

a, b, c, d 

sont respectivement remplaces par les quatre termes 

by Cy 

savoir : a par b, b par c, c par d etd par a. 11 n’y aurait qu’une seule 
mani^re de representer un groupe, si les lettres qui le composent 
etaient ecrites, les unes aprfes lesautres, non plussurunelignedroite, 
mais sur une circonference de cercle divis6e en parties egales, et dis- 
post*es de telle sorte qu’en parcourant la circonference dans un sens 
determine, on passat immediatement d’une lettre quelconque k celle 
qui doit la remplacert C’est par ce motif que dans le Tome Xdu/ourna/ 
de r^cole Polytecknique j’ai designe sous le nom de substitution circu- 
/aire I’operation qui embrasse le systeme entier des remplaceinents 
indiques par un meme groupe. 

Lorsqu’un groupe se composera d’une seule lettre, il indiquera sim- 
plement que cette lettre ne doit pas etre deplacee, et qu’elle conserve 
son rang dans le passage d’une sujte a I’autre. Lorsqu’un groupe se 
composera de deux lettres, il indiquera un ichange mutual op4re entre 
ces deux lettres. Il est d’ailleurs evident qu’a I’aide de plusieurs sem- 
blabies echanges operes entre les lettres 

n, 6, c, d, ... 

prises deux k deux, on pourra faire passer successivement Tune quel- 
conque de ces lettres a la premiere place, puis I’une quelconque des 
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lettres restantes a la seconde place, etc., et par consequent transformer 
la premiere suite 

a, b, c, d, ... 

en Tune quelconque des autres. Done un syst^ine quelconquede subs- 
titutions circuiaires, represente par un systeme de groupes donnes, 
peut toujours etre remplace par un systeme d’echanges successivement 
operes, et dont chacun se rapporte k deux lettres seulement. 

Si Ton nomme n le nombre des lettres donates 

a, c, , 

le nombre des diverses suites, ou, ce qui revient au m&me, des divers 
arrangements que Ton pourra former avec ces lettres, se deduira 
aisement du nombre n, et sera, comme Ton salt, represente par le pro- 
duit 

I . 2 . 3 . . .It. 

De plus, ces memes suites ou arrangements se partageront en deux 
classes bien distinctes, la comparaison de chaque nouvel arrangement 
au premier 

a, b, c, d, ... 

pouvant donnernaissance a un nombre pair ou a un nombre impair de 
groupes. J’ajoute qn'unseulechange, opere entredeux kures, /era passer 
one suite ou un arrangement d’une classe a V autre, en faisam croitre 
ou dindnuer le nombre des groupes d’une unite. G’est en effet ce que Ton 
demontrera sans peine de la maniere suivante. 

Concevons d’abord que les deux lettres echangees entre elles appar- 
tiennent a deux groupes differents. On pourra supposercbacuned’elles 
6crite la premiere dans le groupe qui la renferme. Ceia pos6, soient, 
par example, 

(a, c, . . - , A, A), (/, 771, «, . - - , r, s) 

les deux groupes dont il s’agit. Ces groupes indiqueront que, dans le 
passage de la premiere suite 4 la nouvelle, les lettres 

a, b, Cj A, k et /, m, «, r, s 

OEwres de C. — S. 11, t. XII. 
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st‘ trouvent respeetivenieni remplacees par Ics lettres 

b, c. .... b. a et wi, n, s. 1. 


Done, apres un eehanjje opere dans la secondc suite entre les pre- 
mieres letfres ties deux groupes, e’esf-a-dire entre les lettres a et I, on 
devra, en passant de la premiere suite a la seconds, remplacer les 


lettres 

par 


(!7, C* • • *1 /»*, /<! /W, fin • - ^ 

c /\ /. m. ..-T 


Done, apres cet echange, les deux groupes donnes 

(a, b, c, .... h, k), (I, m, n, ..., r, s) 

se trouveront reunis, et reduits k un seul groupe 

(a, b. c A, b, I, m, n, — , /•, s). 

Reciproquenient, si ce dernier groupe etait Fun des groupes donnas, 
resultants de la coinparaison de la nouvelle suite k la premiere, un 
seul echange opere entre deux lettres comprises dans ce groupe, par 
exemple entre les deux lettres a et /, diviserait ce groupe en deux 
autres 

(a, b,c A, X) et {/, m, n, . . . , r, s). 

Done, dans tons les cas, un seul echange opere entre deux lettres, dans 
Tune quelconque des suites que I’on considere, fera passer cette suite 
d’une classe a I’autre, en faisant croitre ou diminuer le nombre des 
groupes d’une unit4. 

Puisqu’un seul ^change transformera les suites qui appartiennent a 
une classe en celles qui appartiennent a I’autre, ilestclairquechaque 
classe offrira precisement la moitie du nombre total des suites ou des 
arrangements divers. Done le nombre des arrangements qui appar- 
tiendront k chaque classe sera repr^sente par le produit 

3.4*- 


Observons encore que, « Slant le nombre des lettres, la comparaison 
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(lu premier arrangement 

«r, b, c, d, ... 

a lai-meme fournira n groupes isoies. Done la ciasse qui comprendra 
ce premier arrangement devra correspondre a un nombre pair ou i un 
nombre impair de groupes, suivant que le nombre n sera lui-meme 
pair ou impair. 

Observons enfin qu’apres plusieurs ^changes operes chacun entre 
deux lettres, le nombre total des groupes setrouvera evidemmentaug- 
mente ou diminue, soil d’un nombre pair, soil d’un nombre impair, 
suivant que le nombre des ^changes sera lui-meme pair ou impair. 
Done des ickanges par lesquels deux arrangements pourront 4tre deduits 
I’ua de P autre seront toujours necessairement en nombre pair, si ees 
arrangements appartiennent a la. mime ciasse, et en nombre impair dans 
le cos contraire. 

Goncevons maintenant qu’une lettre placee avant une autre lettre 
dans le premier arrangement se trouve au contraire placee aprds elle 
dans un second. Nous dirons alors que ce second arrangement, com- 
par6 au premier, offre une inversion relative au systeme des deux 
lettres dont il s’agit. D’ailleurs, le nombre des inversions que presen- 
tera le second arrangement ne pourra evidemment surpasser le nombre 
des combinaisons que Ton pent former avec n lettres prises deux k 
deux, e’est-a-dire le rapport 

/t — i) 

2 

J’ajoute que le second arrangement appariiendra ou non a la mime 
elasse que le premier, suivant que le nombre des inversions sera pair 
ou impair. C’est, en effet, ce que Ton demontre aisement comme il 
suit. 

Supposons que de chaque lettre prise dans le premier ou dans le 
second arrangement on retranche successivement chacune des sui- 
vantes. Le produit des differences ainsi form^es se r^duira, pour ie 
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in 

premier arrangement, a I’expression 

(I) |• = (n — 6)(<7--ci...(i> — c) 

l)e plus, U* nombre des facteurs du meme produit qui changcront de 
signe, quand on passera du premier arrangement au second, sera pr6- 
cisement le nombre des inversions qu’offrira ce second arrangement, 
et suivant que ce nombre sera pair ou impair, le nouveau produit sera 
egal,soit a 4- P, soit a - P. Done, pour etablir la proposition 6noncee, 
il suffira de prouver que le nouveau produit se reduit a P ou ^ — P, 
suivant que le second arrangement appartientou non a la mfeme classe 
que le premier, ou, ce qui revient au meme, suivant que le second arran- 
gement pent ou ne peut pas se deduire du premier par un nombre pair 
d’echanges op^res chacun entre deux lettres. Or cette derniere propo- 
sition est evidente. Car si deux lettres, parexemple a et h, sont 6clian- 
gees entre elles, dans Tun quelconque des produits formes comme il a 
ete dit ci-dessus, le facteur qui renfermeraces deux lettres, e’est-a-dire 
la diffi^rence 

a — b ou b — a, 

changera de signe ; mais les deux facteurs qui renfermeront les deux 
lettres « et 6 avec une troisieme c, etant multiplies I’un par I’autre, 
fourniront un produit partiel qui pourra ^tre r6duit a Tune des 
formes 

(a — e)(6— c), — (a — c)(6 — c), 

et qui dans Tun ou I’autre cas conserverale meme signe, apres I’^change 
mutuel de deux lettres a et b. 

Le th^or^me qui determine la classe laquelle appartient un arran- 
gement, a I’aide du nombre pair ou impair des inversions, aetedonnS, 
pour la premiere fois, par Kramer, et demontre par M. Laplace. J’ai 
donn6 les autres th^oremes ci-dessus enonc^s dans le Tome X du 
JourncU de VJtcole Polytechnique et dans V Analyse algebrique. Si je. les 
ai rappel§s ici, e’est pour rendre plus facile la lecture du M^moire sui- 
vant. 
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SUR LES FONCTIONS ALTERNEES 

ET 

SUR LES SOMMES ALTERNEES. 


Concevons que, dans la suite 

on retranche successivement de chaque terme tous ceux qui le sui- 
vent, et noramons P le produit des differences ainsi formees, en sorte 
qu’on ait 

(i) P = (a;— — 3).... 

Si, dans le produit P, on ^change deux lettres entre elles, il changera 
^videmment de signe, en conservant, au signe pres, la meme valeur. 
( Vair la Note precedente.) 

Une fonction allernee de plusieurs variables x,y, s, ... est celle qui, 
comme le produit P, change de signe, en conservant, au signe pr&s, la 
m^me valeur, lorsqu’on ^change deux de ces variables entre elles. II 
suit de cette definition inSme qu’une fonction altern^e de sd, y, s, ... 
s’evanouira, si Ton pose 

x=y OU ^=X, ... OH y = •••• 

Done, si cette fonction est entiere, elie sera divisible alg^briquement 
par chacune des differences 
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entre les variables x,y^z, conibinees deux a deux. Elle sera done 
alors algebriquement divisible par le produit P de toutes ces diffe- 
rences. (Voir V Analyse (Ugebrique, Chap. Ill, § II) ( '). 

Une fonction rationnelle qui a pour denominateur une fonction 
synietrique et pour numerateur une fonction alternee des variables x, 
y, s, ... est evideminent elle-meme une fonction alternee de ces 
variables. Reciproquement, si une fonction alternee de x,y, z se trouve 
representee par une fraction rationnelle dont le denominateur se 
reduise a une fonction symetrique, le numerateur de la meme fraction 
rationnelle sera necessairement une autre fonction alternee de a;, 

y^ • • • . 

Soit maintenant 

y ^ • • •) 

unefonction quelconque des variables a;, 3, ...jetsupposonsquel’on 

ajoute k cettc fonction celles que Ton pent cn deduire k I’aide d’un ou de 
plusieurs echanges operes entre les variables x,y,z,..., chacune des 
nouvelles fonctions etant prise avec le signe ■+■ ou avec le signe — , 
suivant que le nonibre des echanges est pair ou impair. La somme s 
ainsi obtenue aura evidemment la propriete de changer de signe, en 
conservant, au signe pres, ia meme valeur, lorsqu’on echangera deux 
variables entre elles. Cette somme sera done une fonction alternee des 

variables ar,v, z Nous la nommerons, pour cette raison, somme 

alternee; et en adoptant une notation dont nous avons souvent fait 
usage, nous la designerons comme il suit : 

( 2 ) 3 = S[±f(x,y, 3 , ...)]. 

Si la fonction f (a?, y, s, . . .) est entiere, on pourra en dire autant de 
ia somme alternee s. Done alors, en vertu de ce qu’on a dit plus haut, 
le second membre de requation(2) sera divisible algebriquement par 
le produit P. 

Si la fonction ((x,y, z, . . .) est rationnelle, on pourra en dire autant 


(') (Xupres de Cauchy, %* s^rie, 1. Ill, p. 73. 
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de la somme ailernee s <{ui sera de la furme 

U 

I', V designant deux fonctions entieres de x,y, s, . . . . fi y a plus : si 
I’on prend pour V, comme on peut le faire, le produit des denomina- 
teurs des fractions rationnelles dont la somme alternee s se composera 
dans cette hypoth&se, ou plus gen^ralement une fonction symetrique 
des variables x,y, z. ... divisible par tous ces denominateurs, U sera 
necessairement une fonction alternee des memes variables. Done alors U 
sera divisible algebriquement par le produit P, en sorte qu’on aura 


(3) 

U=:PW, 

et 


(4) 

I>"' 


W designant, ainsi que V, une fonction entiere et symetrique de x, y, 
s, .... Done la somme alternee s pourra etre decomposee en deux fac- 

w 

teurs, dont Tun sera le produit P, I’autre facteur y “ne fonction 
rationnelle et symetrique Asx,y,z, — 

Pour montrer une application de la formule (4), supposons 


(5) 




(ar-a)(y-6)(3-c)...’ 


on pourra prendre evidemment 

6 ) V = (x — a)(x—d)(x-c)... (y-a){y~ b)(y ~ c)...{z — a){z-b){s — c).. 


et alors U sera one fonction entiere de 

X. y j 3, *•*, bj c, 

algebriquement divisible, non settlement par le produit P, mais encore 
par le suivant 


(7) 


*fz=(a — b){a—c)...{b — e),... 
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On aura done 

(8) r = kP‘f, 

et 

'9> = 

k designanf ou une constante ou une fonction entiere dex, y, s, 

a, b,c, D’ailleurs, si Ton nomme n le nombre des variables x, y, 

s , chacun des produits de la forme 

[X — a)(ir — b){x— c)..., 


consider^ comme fonction de 

x^ y ^ Sj • • • f bt, Cj • • • ) 

sera du degre n, d’oii il suit que, dans I'hypothese admise, n sera la 
difference entre les degres des functions V et U. Done, V 6tant du 
degre n®, U sera du degre 

rt* — n. 


D’autre part, la moitie de la difference «* — n ou le nombre 

n{n — i) 

2 


repr^sente k la fois le degre de P considere comme fonction de x, y, 

5, • . . , et de ® considere comme fonction dea,b,c Done le degr6 

de la fonction 


k = 


C 

Ptf 


se reduira simplement k zero, et cette fonction k une constante. Ajou- 
tons que, pour determiner la constante i, il suffira de poser 

x = a, y — b. s = c. 


dans I’equation (9) reduite k la forme 
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En effet, on trouvera ainsi 

V 

I 

{x—a){y — 6)1,3 — C-). . • 

ou, ce qui revient au mfime, 

w ff — li 

k‘P*={« — 6)(a — c),..{b — «f)(6 — e)...(c — fl)(c — 6)...= ( — i) * ‘J?*, 


et par consequent 

n n — t' 

k = (— I) “ . 


Done la formule (9) donnera 

(>0) (J? — «)( V — 6)(3 — c). . ~ 


n n — I 
-0 * 


py? 


les valeurs de 


P, V 


etant toujours celles que fournissent les equations (i), (7) et (6 ). 
Si dans fa formule (10) on pose successiveraent 

n = i, « = 2, 


on obtiendra les suivantes : 

I I . la — 6)(.g — y) 

(X — «)(/ — 6) (x — b)(y—a)~ (,x — a)(x — b){y — a)(y — b)’ 

I 1 I 

(x—a)(y—b)(s—c) (x-b)(y—c)(s-~a) (x— c)( v— — 

1 I i 

“ (.»— «)(7— C)(3— 6) ~ (x—b)(j’-a)(s—c)~{x—c)(jr — b)(s — a) 

(a — b)(a — c)(b — c)(x—y)(x — s)(y — s) 

~ (X — a){x— b){x — c)(y — a)(y — b){,y — c){s — a)(si — b){s — c)' 


Jusqu’a present nous avons suppose que les diyerses variables qui 
concouraient k la formation d’une fonction alternee ou d’une somme 
alternee etaient re presentees par des lettres di verses. Quelquefois on 
represente ces memes variables par une seule lettre affectee de divers 
indices 

■ O, I , • 2) 3j . , . I /l) 

CEuvres de C. — S. II, t. XII. a3 
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et Ton petit dire alors que la fonctioii ou la somme dont il s agit est 
alternee par rapport a ces indices. Ainsi, par excmple, le produit 

(j”o— — --^j) 

est line fonction alternee par rapport aiix variables 

*^* 1)1 *^ 1 ' *^ 8 ' 

ou, ce qni revient au ineme, par rapport aux indices 

O, 1 , 2- 

Dans ce qui precede, nous avons seulement considere les functions 
alternees ou les sonimes alternees qui changent de signe, en conser- 
vant, au signe pres, la meme valeur, quand on echange entre eux deux 
termes quelconques d’une suite donnee. On pourrait obtenir aussi des 
fonctions et des sommes qui seraient alternees par rapport a diverses 
suites, c’est-a-dire des fonctions et des sommes qui auraient la pro- 
priete de changer de signe, en conservant, au signe prfes, la m6me 
valeur, quand on echangerait entre enx les termes correspondants de 
ces m6mes suites, Considerons, par exemple, m suites differentes, 
composees chacune de n termes, qui se trouvent repr^sentes, pour la 
premifere suite, par 

pour la seconde suite, par 

7<)' yi y»-i; 

pour la troisieme suite, par 

■ 3 #, 

etc. ; et soit 

f(j7|, J:*!, • • , , I y,, • • • , yn—\ ? "O’ , • • , Sn_i, . • • ) 

line fonction donnee de ces divers termes. Si k cette fonction Ton 
ajoute toutes celles que Ton peut en d^duire, a I’aide d’un ou de plu- 
sieurs ^changes op^res entre les lettres 

sp, y, -, 
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prises deux a deux, chacune dos nouvelles fonctions etant prise avec* le 
signe + ou avec le signe — , suivant qu’elle se deduit de la premiere 
par un nombre pair ou par un noinbre impair d’ecbanges, le resultat 
de cette addition sera une somine alternee par rapport aux suites dont 
il s’agit. Nous designerons toujours cette somme s k I’aide de la meme 
notation dont nous avons deja precedemment fait usage, et nous ecri- 
rons en consequence 

Si Ton place les uns au-dessous des autres, dans diverses colonnes ver- 
ticales, les termes correspondants des diverses suites, on obtiendra le 
tableau ci-apres : 

Xu 

• • • V ’ 


(H) 




Concevons a present qu’une function entifre s des variables com- 
prises dans le tableau (ii) soit alternee par rapport aux suites formees 
avec ces variables, et que Ton developpe cette fonction suivant les 
puissances ascendantes et entieres des variables dont il s’agit. Un 
terme quelconque sera de la forme 


( 12 ) 




-i - 
-'0*' I • • • 


a, b, g, ...» i,j\ ... d 6 signant des nombres entiers, et k un coef- 
ficient constant. D’ailleurs la fonction s, devant changer de signe, en 
vertu d’un echange opere entre deux lettres, par exemple entrea?etj/', 
le developpement des ne pourra renfermer le produit (12) sans ren- 
fermer encore le produit resultant de cet echange, pris avec un signe 
contraire ; et ce second produit detruira le premier, si Ton a 

a~/, b = g. 


On pent done enoncer la proposition suivante : 

XHtoR^MG I. — Sf une fonction eruiire d’un systime de variables 
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comprises dans plusieurs suites esf alternee par rapport d ces mAmes 
suites, le devehppement de la /onction, suivant les puissances entidres des 
variables, ne pourra renfermer aucun produit dans leifuet les termes 
correspondants de deuce suites donates se trouvent toujours clevis aux 
mimes puissances. 

Au lieu de represen toi* les termes de plusieurs suites par plusieurs 
lettres affeefees d’un seul indice, on pourrait les representer par une 
seule lettre alFectee de deux especes d’indices, le premier indice 4tant 
variable dans le passage d’une suite ii une autre. Ainsi, par exemple, 
au systeme dc*s termes compris dans le tableau (i i), on pourrait 
substifuer le svsteuie des termes compris dans le tableau suivant : 



• 2 * 0 . 1 * 

• • » • 2 * 0 , 11 — 


• 2 ^ 1 . 1 - • 

• • 1 !• 


‘2’t,l» 

• • • , 


II est inaintenant facile d’etablir la proposition que nous allons 
enoncer. 


Theor&me II. — Considerons deux svstimes de termes, savoir: 


(i4) 


(i5) 


a-o. 

JTl, 

•Tj, • . • 

yo. 


ytt . • * ' > 

r Ju. 



1 ... 

.•t 




X,, 


1 yov 


yfi --*1 

) 

Zl, 

Zji • ■ • > 

f 

* 

• « « . • • ^ 


les termes de chaque systime itant ripartis enlre plusieurs suites, comme 
on le voit dans les tableaux (i4) et (i5) ; e.t nommons s une /onction 
entiire de tous ces termes qui soil aUemie, non seulement par rapport 
aux suites comprises dans le tableau (i4), mais aussi par rapport aux 
suites comprises dans le tableau (i5). La foncUon s sera iquivalente a 
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line ^orrvme de produits de la forme 

A'K, 

K designant une fonction allernee par rapport auv suites comprises dans 
le tableau ( 1 4). et K une fonction alternee par rapport aux suites com- 
prises dans le tableau ( 1 5). 


Demonstration. — On prouveaisementquc, sideuxfonclionsentieres 
de plusieurs variables 37, V, s, ... sontegales entre tdles, pour toutes 
les valeurs possibles, ou m^me seuleinent pour toutos les valeurs 
enti&res attribuees a ces variables, les coefficients des puissances 
semblables de x,y, s, ... et des produits des puissances seinblables 
seront cgaux dans les termes eorrespondants des deuxfonctions deve- 
lopp6es suivant les puissances entieres de 37,.v, z, .... (Voir {Wnalvse 
algebrique. Chap. IV, p. 97.) Par suite, si deux fonclions entieres de 
plusieurs variables a?, v, s, ... sont egales entre elles, au signe pr^s, 
mais affectees de signes contraires pour toutes les valeurs possibles, 
ou seulement pour toutes les valeurs entieres attributes a ces variables, 
les coefficients des puissances semblables de a?, j, z, ... etdes produits 
des puissances seinblables seront egaux, au signe pres, mais alTectes 
de signes contraires, dans les termes correspondents des deux fonc- 
tions developptes suivant les puissances entieres de z, .... Gela 
post, concevons que la fonction s, etant alternee par rapport aux 
suites comprises dans le tableau (i4)< et par rapport aux suites com- 
prises dans le tableau (to), soit developpee suivant les puissances' 
ascendantes des variables comprises dans le tableau (i4)> Ghaque 
terme du dtveloppement sera de la forme 




a, b, g, ..., itj\ ... designant des- nombres entiers, et le coeffi- 
cien t K une fonction des seules variables comprises dans le Tableau (i 5). 
D’ailleurs, en vertu de ce qu’on vient de dire, puisque la fonction s 
changera de signe. en conservant. au signe prts, la mtme vateur, 
quand on eehangera entre elles deux des suites comprises dans le 
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tableau ou, ce qul rcvitMit an ineme, deux des lettres x, y, z, ...» 
le coefficient Kjouira de la mfine propriete. Ce coefficient sera done 
une fonctioii alternee par rapport aux suites comprises dans le 
tableau (i5). De plus, la fonction s, etant alternee par rapport aux 
suites comprises dans le tableau (i4.). devra renfermer, avec le produit 


K . 


■ 




tous ceux qu’on peut deduire a I'aide d’un ou de plusieurs echanges 
operes entre les suites que renferme le tableau (i4) ou, ce qui revient 
au meme, entre les lettres x,y, 5, chacun des nouveaux produits 
etant pris avec le signe -H ou le signe — , suivant qu’il se d6duira du 
premier par un nombre pair ou par un nombre impair d’eebanges. 
Enfin les nouveaux produits, etant ajout^s au premier, fournirontune 
somme de la forme 

par consequent de la forme 

KA', 

la valeur de K etant 


(16) 


A = S[± . . ./{jf , . . 4-=^ • • •]- 


Or cette derniere valeur de K sera evidemment une fonction alternee 
par rapport aux suites comprises dans le tableau (i4)> 

Les propri6tes des functions alternees forment I’objet special, non 
seulement d’un paragraphe du Chapitre III de mon Analyse algebrique, 
imprimSe en 1821, mais aussi d’un Memoire public par M. Jacobi dans 
le Tome XXI du Journal de M. CreUe (4* Cahier, i84i). 
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et ajootons k cette fonction toutes celles qu’on peut en deduire par la 
transposition des variables, ou, ce qui revient au mkme, par un ou 
plusieurs ^changes operes chacun entre deux variables seulement, 
chaque nouvelle fonction etant prise avec le signe + ou avec le 
signe — , suivant qu’elle se d6duit de la premiere a Taided’un nombre 
pairou impair de semblables echanges. La somme s ainsi obtenue sera 
la somme cdternee que nous repr^sentons par la notation 

S[ — f(>v, y, s, ...)]• 


On trouvera, par exemple, en supposant n — 2 , 

s = f(a:,^) — Hj', a?); 

en supposant n = 3, 

s = f( j:, y, s) — f<x, s, j) -+■ f(/, z, x) — t{y, x, s) + f (a, x, /) — f(s, y,x). 


Concevons maintenant que la fonction 

f(x,y, a,...) 
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so redaiso an produit do divers factears dont chacun renferme une 
sealt* des variables 

.0. r, 5, .... 

en sorte (ju'on ait, par exemplc, 

f(x. V. 3, ...) =p(x)yXy)6{s).... 

Alors, poar obtenir la somme alternec 
(u .«=:S[:i:v(.r)x(.v)'i(5)...], 

il suffira de construire le tableau 

; p(je). y{x), itj?), ..., 

)?(/>. z(y)' 4'(/b --M 

I 3(3). yjs), 

....y ••••« • • • 1 


compost d’autant de termes qu’il y a d’unit^s dans le. carr4 de n, puis 
de chercher tons les produits qu’on peul former en multipliant Tun 
par I’autre n termes de ce tableau, dont un seul appartienne a chaque 
colonne verticale et un seul a chaque ligne horizontale, puis enfin 
d’ajouter tous ces produits, pris tantbt avec le signe -h, tantot avec le 
signe — , suivant qu’ils se deduiront, par un nombre pair ou impair 
il'echanges, du produit 

form6 avec les termes qui occupent Tune des diagonales du tableau. 
Les sommes de cette esp6ce sont celles que M. Laplace a designees 
sous le nom de resultantes. Si, pour fixer les idees, on pose successi- 
vement 

n — 2, rt=:3, .... 

la resultante s des termes que renferme le tableau (a) deviendra, dans 
le premier cas. 


( 3 ) 


s = 9ix)x{-y) — f{y)x{^)i 
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dans le second cas, 

( 4 ) S'— ?(-r)x(v) J'(=) -+- ?( v)7.(5) 9(5)7_(j:)’|(y) 

— ?(-*“)z(-) ’Hr) -?(J)Z(->”)'I(-) — 

Les formes des fonctions designees par 

o(4-), yjj:), -{.(x), 

etant arbitraires, aussi bien que ies rariabies 

X, s, 

permettent aux divers termes qui composent le tableau ( 2 ) d’acquerir 
des valeurs quelconques. Substituons en consequence a ces divers 
termes des variables quelconques, et representons ces variables k 
I’aide de lettres diverses 

jr, x> -> •••1 ^ 

afifectees d'indices differents 


Ij 2^ Ft 1 

dans les diverses lignes verticales. Alors, au lieu du tableau ( 2 ), on 
obtiendra le suivant : 


^97 

J^19 






— 7 J'n-ij 




• - • , ^n—l9 

... 

• ’ 9 

• * » 

. . • j . - . . , 

^09 

‘ 1 , 


/ m 

. . . J t/l— 1 J 


et la r4suUante s des termes compris dans ce dernier tableau sera 

(6) f = b[di j. 


Pour obtenir cette r^sultante s, on devra construire non seulement le 
produit 

qui renferme tons les termes situes sur une diagonale du tableau dont 

oeuvres de C. — S. IC, t. XII. a4 
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il s'agit, mais encori* tnus le^ produits f}iic Ton pent former en multi- 
pliant Tun par rant re n termes, donf un seal appartieniie a chaque 
ligiie verticale du tableau, et uu seul a chaque ligne horizontale; puis 
ajouter entro eux tons ees produits, pris les uns avec lo signe -t-, les 
autres awe le signe — , suivant qu'ils se deduiront du produit 

a Taide d’un nombre pair ou impair d’echanges op^res entre deux des 
left res 

Cela posts il est clair qu’un seul echange opere entre deux lettres, 
a? et_v par exemple. transformera, dans la resultante s, les termes qui 
etaient affectes du signe + en ceux qui etaient affectes du signe — , et 
reciproquement. Done, apres un semblable echange, la resultante ^ se 
transformera en une autre resultante egalc a — Au reste, la merae 
conclusion peut immediatement se deduire de cette seule consideration 
que la resultante s est une fonction alternee par rapport aux diverses 
suites horizontales du tableau (5). On deduit aussi de cette conside- 
ration le theoreme que nous aliens enoncer : 

Tu^ORt:ME I. — Si, dans la resultante s formee. avec les diverses 
variables que renferme le tableau (5), on remplace une lettre x par une 
autre lettre y, sans remplacer en mime temps la lettre y par la lettre x, 
on obtiendra, au lieu de cette resultante s, une somme pricisement egale 
d zero. 

Demonstration. — En effet, la somme obtenue aura la propri^te de 
ne pas changer de valeur en changeant de signe, et cette propri6t6 ne 
convientqu’a une somme identiquement nulle. 

Les diverses variables 

efant representees, dans chaque ligne horizontale du tableau (5), a 
I’aide d’une seule lettre affectee d’indices divers, et dans chaque 
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colonne verficaledu ineme tableau, a I’aide de leltros diverses alFoctees 
d’un meme indico, il est clair que, pour operer un echange mutuel 
entre deux lettres du produit 

ou entre deux lettres des produits semblables qui composeront la 
resultante s, il suffira d’operer un echange mutuel entre les indices 
dont ces deux lettres seront affectees. Done la resultante s ne sera 
point alteree si, dans le tableau (5 ), on transforine les lignes horizon- 
tales en lignes verticales, et reciproqueraent, e’est-a-dire si au 
tableau (5) on substitue le suivant : 


j *^0' 



a • • > ^0' 


yt- 


. . * ) ^1, 

iZ 



...» ^4. 


yn—li 


• . a . ^n—l* 


Observons encore qu’il est facile d’etablir la proposition suivante : 

Theor£ue II. — Si, avec les variables comprises dans le tableau (5), 
on forme une fonedon entiire, da degre n, qui offre, dans cheque terme, 
n faeteurs dont un seul appardenne a cAacune des suites ko/isontales de 
ce tableau, et qut soit alternee par rapport a ces mimes suites, la fonction 
endire donJt il s'agit decra se reduire, au signe pris, a la resultante s. 

Demonstration. — Dans Thypothese admise, chaque terme sera de 
la forme 

chacun des indices 

a ■ • « h, 

d^signant Tun des nombres 

o, I, 2, n — i; 

et, comme ^ chaque terme on devra joindre tons ceux qu’on en deduit 
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a Taide il’iin ou dc plusieurs echanji,'cs operes entrc les lettres x, y, 
3, cliaque noiivcau terme etaiit alfeclo du meme signe que le 
premier ou d*un signe oontraire, suivant quo le nombre des ^changes 
sera pair on impair, la fonetion entiero que Ton considere se reduira 
neeessairemcnt ou ii une soinme alternee de la forme 

( !M Z: 8[3Z Jo j. 

dans laquelle on pourra supposer les indices 

a, c, . . . , h 

ranges d’apres I’ordre de leur grandeur, ou a un polynome resultant 
de I'addition de plusieurs sommes de cette espece, D'ailleurs, la 
somme (8) s’evanouit, toutes les fois que dans le produit 

XaVhS, ..Ah 

deux lettres diverses, par exemple x et r, sont affectees d’un meme 
indice 

a — b. 

puisque alors deux termes qui se d^duisent Tun de I’autre, k I’aide 
d’un echange opere entre ces lettres, sont egaux, au signe prfes, mais 
affectes de signes contraires, et qu’en cons^uence deux semblables 
termes se detruisent mutuellement. Done, pour que la somme (8) ne 
s’evanouisse pas, il sera necessaire que les indices 

CL^ Cj • • » y II 

soient tous diff^rents les uns des autres, et que ces indices, rang6s 
d’apres leur ordre de grandeur, deviennent respectivement egaux aux 
nombres 

o, I, 3, , n — I. 

Mais alors la somme (8) se reduira precisement a la r^sultante ±:j. 
Done une fonetion entiere des variables comprises dans le tableau (5), 
lorsqu’elle remplira les conditions 6noncees dans le th6oreme II, se 
rMuira toujours a Tune des r^sultantes 


— s. 
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Considerons maintenant, outre les variables 


Jfoi •••1 V|)1 Vi, .... Vb-i’, -I). 3i, 

comprises dans le tableau (5), d’autres variables 


^0. tl. 


t 


n -\7 


Xq. Xi, X/i_i ; ^0' ^1* •••1 yn-i? Zq, Z|b Z|,_| ; Iq, tj, 

que nous supposerons independantes des premieres, et distribuees en 
plusieurs suites, comine Tiiulique le Tableau suivant : 


Xo > Xj , X «, 

^1' --‘I yn —^^ 



to' • • •» tflt— 1* 


Designons d’ailleurs par la notation 

(jr,x) 

la somme des produits de la forme 

^ a Xfl * 

en sorte qu’on ait 

(lo) (jr,x) = x,x* + ir,x,-H...4-d:,_,x„_„ 


et, par des notations semblables, les sommes du meme genre qu'on 
obtient en substituant a la lettre x Tune des lettres y, s, t, ou a la 
lettre x Tune des lettres y, z, t. Enfin nommons s la r^sultante 
form^e avec les divers termes du tableau 


I (j;,y), (x, z), (^, t), 

I (,r,}'), (_>',z). •••> (yst)' 

f*0 I (3,X), (5.y), (SjZ), •••, (j, l), 

I •••( 

I (^»*)» (^>2), 

en sorte qu’on ait 

(12) 8 = S[±(a?,x)(7,y)(-,z)...(«,l)]. 
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La resultante « aura la propriete de changer de signe en conscrvant, 
au signe pres, la menie valeur, quand on echangera cntre elles ou 
deux des lettres 

jr, y, z, .... /, 

ou bien encore deux des lettres 

X, y, z i; 

elle sera done une fonction alternee, non seulement par rapport aux 
suites que renfernie le tableau ( 5 ), mais aussi par rapport aux suites 
que renfernie le tableau (9). Done, en vertu du theoreme II du 
.Memoire precedent, la resultante $ sera decomposable en produits de 
la forme 

PP, 

P etant une fonction alternee par rapport aux suites que renferme le 
tableau ( 5 ), et P une fonction alternee par rapport aux suites que 
renferme le tableau (9). II y a plus : d’apres la formation des sommes 
representees par les notations 

(ar,x), {x,y), ..., ..., 

il est clair que chaque terme de la fonction alternee P ou P sera le 
prodnit de n facteurs dont un seul appartiendra a chacune des suites 
horizontales comprises dans le tableau ( 5 ) ou (9). Done, en vertu du 
th^orfeme II (p. 187), la fonction alternee P, quand elle ne sera pas 
nulle, se reduira, au signe pres, a la, resultante s determinee par la 
formule (6). Pareillement, la fonction alternee P, quand elle ne sera 
pas nulle, se reduira, au signe pres, a la resultante s, d6termin6e par 
la formule 

(«3) s = S[±x«y,z,...t„_,]. 

Done le produit 

PP, 

quand il ne s’evanouira pas, se reduira, au signe pr^s, au produit 
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Done ce dernier produit representera la resultante s, au signe pres, ot 
meme eu egard aux signes, attendu quMI renfermera, comme la resul- 
tante s, le produit particl 

pris avec le signe +. On peut done 6noneer la proposition suivante, 
que j'ai donnee pour la premiere fois dans le 17'' Cahier du Journal de 
I’ icole Poly technique ( '): [Voir aussi dans le meme Cahierun Memoire 
de M. Binet.] 


Thi!;or6he III. — Si Von se sert des notations 

(x,x), (x.y), (y,y), ... 

pour representer les sommes que deternunent V equation (10) et autres 
semblables^ la risultante S des diners lermes compris dans le tableau (11) 
sera k produit des rdsultantes 

5 et s 


respectivement formies avec les divers termes des tableaux ( 5 ) et (9), en 
sorte qu'on aura 

(l 4 ) 4)=SS. 

Nous observerons, en terminant ce paragraphe, que chacune des 
rdsultantes 

s, s, s 

prend une forme digne de remarque, lorsque, dans chacun des 
tableaux ( 5 ) et (9), on transforme en exposants les indices 

o, I , a, 3 , . . a , n — I a 


dcrits au bas des lettres 
ou 


y, s, t 


X, y, z, ..., 1 . 


( *) OEuvres de Cauchy, a* s6rie, t- 1. 



192 MEMOIRE SUR LES SOMMES ALTERXEES, 

Alors, en elFi't, la rosultanle deterininee par la formule 
(I.')) s — S[±j:“r‘ 5*... 

dpvicnt une fonction alteruee des variables 

»Z* j ^ 

Elle est done divisible par le produit 

(l6) (X— v)(j: — 5)...(y — 3)..., 

ou, ce qui revient au memo, par le produit 

(i;) I/ — x)(3 — a!)...(3— 7).. . 

de toutes les differences qu'on peut former avec les termes de la suite 

en relranchant successivement de chaque terme celui qui le precede. 
D’ailleurs le degr6 de la fonction s, determin6e par la formule (i 5 ), 
est represents par la somme 

et, par consequent, egal au nombre des differences calculees, ainsi 
qu'au degre du produit (17). Done la resultante s, divisee par le pro- 
duit (17), donnera pour quotient une constante. Enfin, comme le 
produit 

qui se trouve pris avec le signe ■+• dans la valeur de s, est en mSme 
temps le produit partial forme avec les premiers termes des binomes 

qui entrent comme facteurs dans I’expression (17), la constante dont 
il s agit devra evidemment se reduire a I’unite. On aura done 

(i8) 
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et, par suite, 

(19) S[± (^— .r)(5 — .r). . .(5 — y ), . .. 

On trouvera do meme 

(20) S[±x»y‘z*...l"-‘] = (y— x)(z — v).. .(z — y) 

De plus, en supposant ies notations 

(•7, x). (x, y), ••• 

definies par la formule 

(21) (x, x) = l-f-XX -1-X*X* + . . .-i- X"-‘X*-‘, 


et autres semblables, on tirera de la formule (i 4 ) 

(22) S[3r(x,x)(y,y)(5,z),..(M)] 

= (r~-»)(5— — X) ( 2 — 

Enfin, puisque I’equation (21) peut etre reduife a 


la formule (22) pourra evidemment s’ecrire comrae il suit : 

, /V el ^ I — V"V" I — -"2“ i — ff 

(24) SI ziz I — ■ - » • ' 

' 1_ I— XX i—yy i — zx i — n 

= {y — Ji!){s—x )...{3 — y).. 4 y — x)(z — \)...(z~y).... 



II. — Emploi des risultanles dans la resolution des iquations lineaires 
Soient donnees entre n inconnues 

n equations lineaires de la forme 




-hc»s 

-J- , • . -h Ag ^ 

=*., 

CiX 


-f- Cj 3 

Aj ^ 

= A„ 

OfX 


"T" Cj5 

4- Ajf 

= **, 


X -t- -t- c«-i» +. . .H- A«-| 

II 

T ■■ 


OEuvres de C. — S. II, t. XII. 
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La resolution do ees equations {nturra se cleduire immMiatement 
d’une j>ro{»ri«'*le de la resultanto Ibruiee avet* les coefficients 


don 


t*0. 

Ao, 



Cl, 

...» Aj, 


is. 

Cj, 

A„ 

• ■ , 

• • ^ 

• * , 


1, 

ij,l , 

C«— 

. . . , A,|_iy 


par lesquels les diverses inconnues s’y trouvent respectivement mul- 
tipliees. En elFet. soit K cetto resultante, dont la valeur est donnee 
par la formule 

( 3 ) K = S[±a« 6 |Cj...A„_,]. 

et soient 

Ao< Ai% Aj» A;i»t 

les coefficients respectifs des quantites 

dim •■•t ^/r — 1 


dans la resultante K. 


A.|» Aj, 


repr^senteront des fonctions des seules quantites 




Cl, 

C„ 


. A®, 

. /ii, 

• Ai, 


if Cn-i, Aji.j 


D^ailleurs, en vertu du th^ortme I du paragraphe pr6c6dent, la 
resultante K se trouvera reduite a une somme nulle, si Ton yremplace 
la lettre a par une autre lettre b, sans remplacer en meme temps b 
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par a. On aura dune 


AflfZQ ■+" Aj (Zi A] ^3 “4“ • 

. .- 4 - = K. 

^ -H Aj •+• A% bf -+- . 

. = 0, 

) ' A#Co ■+ A|Ci H- AjC] -4- . 

. . An-1 ~ O, 

Ao ^0+ At //i + Aj /jj-4- • 

- • -h An-i Aji— 1 = O, 

Cela pose, concevons que Ton combine entre elles par voie d*ad<iition 
les equations ( i ), apres les avoir respectivement multipliees par les 
facteurs 

Afl, At, Aj) 

et posons, pour abreger, 

( 5 ) As A 1 A'j -t- Aj A* 4- . . 

An_lXft-l = X. 


Cette operation sufflra pour elirniner les inconnues v, z, ... de I'equa- 
tion resultante qui se trouvera reduite a 

K^ = X 

et donnera pour valeur <le x 

(61 u- = ^. 


D’ailleurs la valeur de X, determinec par la formule (5), est evidem- 
ment ce que devient la valeur de K donnee par la premiere des 
tbrmules (4), quand on y remplace la lettre a par la lettre k. Done, 
puisqu'on a 


on aura encore 


R = S[±a,6,c, 


et la formule (6) pourra s’ecrire comme ii suit : 


S[±*,A,c*.. 

-A.-,] 

1 S[±:a.6,c,.. 

■A.-.]' 

lOii aura tie mdme 


_ S[±a,A,c,., 

•A,.,] 

i- S[±:a,A,c,,. 

■ A.-,]’ 

f , _Sf±:a.fr,c,.. 


1 S[±:fl,6,c,.. 

.A._,] 


(7) 
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En resume, les valeuis tie 


.1*. ; t, 

tirees <les (‘qiiatiniis 1 1 >, se j(r('•^ellll‘ront sous la forme de fractions et 
seruiit r^>^j>(•^‘tiveIlHMlt 



le denoiiiinateiir etiiiimun K ties diverses fractions designant la resul- 
tanto di*> coeflicients (jiu* reiiferiiie le tableau (a), et les numerateurs 

X. Y, Z T 

etant cc que devient le diuiominateur quanil la lettre i est substituce 
sueeessivemcnf aux lelfres 

{If hf €f ^ • • • I 

Observons d'ailleurs qu’en vertu de la formule ( 5 ) et autres sem- 
blables, les equations (8) pourront s'ecrire comme il suit : 

A« A«-i- Ai X’l -I- . . . A»_, 

, 

B| . . • + Bn-t 

•' ~ K 

(9) t C» Aj-h Cf A'l + . . , + Cn— I A),_t 

3 — p 


Hrt “ hEIi Ati " t* . . . -4* Hii— t A'ii_{ 


■ 


k 

7 

les terines qui composent le tableau 


A.. 

B,. 

c 

H,. 

\ A., 

B„ 

Cj, .... 

H., 

( 10 ) ' A,. 

B., 



H., 

’ A._„ 

B»_,. 

■ • « • l> • V 

Cn-1, 

Hrt-17 


^tant les coefficients respectifs de ceux qui composent le tableau ( 2 ) 
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dans la valour (le la ri'snitantc K. Ajoutons quo cos divers lornies so 
trouveront lies entro eux parw* equations semblables aux foriuulos (^4 >- 
et dont le systerne sera 


(ii) 


-T- . 

. .- 4 - — K. 


• • -I- Art-1 


. . i- A„_, A„_, — 0 . 

• 

. . Hrt > 1 1 — 

Bo t- . 

. .-4“ Brt-i = K, 

Bo^o “4* . 

■ . Brt — >1 ^n— 1 


. .-h Hji— jCTrt-i“ 

Ho Aq . 





#«»- 




K. 


Or, en vertu des formules (i i) et du theorfeme III du paragraphe I, la 
resultante K” des n* terines compris dans le tableau 

1 K, o, 0 , o, 

] o, K. o, .... o, 

(«2) 

I 

I o, o, o, • ■ • V K 

sera evidemment egale au produit de la resultante K par la resultante 

des termes compris dans le tableau (lo). On aura done 
(iS). S[±A,B,(:,...H,_.3 = K-‘. 

Cette derni^re formule est aussi Tune de celles que j’ai donates dans 
le 17* Cahier du Journal de I'icole Polyta:h/uque. 

Observons encore que chacun des termes du tableau (10) est iui- 
meme une resultante. Ainsi, en particulier, k I'inspection seule de la 
formule (3), on reconnait imm6diatement que le coefficient de 
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iUS 

(Ians K. savoir A,, se mluif i* 

(i 4 i A,,=sr=iifi.../(B-i]. 

liii d’aufres termes. A,, est la resultaiile ilcs termes du tableau 

. *1' 

I //„ (• hi, 

( ( 5 ) 

I 

hn-i^ <-*«—! h,i^^, 

(ju’oii obtient en effai.’ant, dans le tableau (2), la premiere ligne hori- 
zontale et la [inuiiiere ligne verticale. 

Dans le cas particulier oil les indices 

o. I. 1 /I — I. 

places dans le tableau ( 2) au bas des lettrcs 

a, b, c, A. 

se ehangent en exposants, les equations (i) sereduisentauxsuivantes: 

, y+ t = i, 

1 (IX + Ay-t- cj ■+■... 4- ht^h, 

(16) 

I 

* jp 4 - 4- c*""* 5 4-. , . ^ 4 - rr A** *"* ; 

et. en vertu de la fonnule (19) du paragraphe I, les valeurs de 

»/*» < 3 , • • • ^ 

fournies par les equations (7), donnent, apres la suppression des 
faeteurs communs aux deux termes de chaque traction, 


1 

■iC 

1 

.{h — k) 

(b — a){c—a).. 

.ih — a)^ 

_ (flr — Xr) (c— k). , 

.(A — k) 

~ (a — A) ^c— A). . 

.(h-b)’ 

a 

1 

1 


(a — A){b — h).. 

•(g — h) 


Si i’on ne supprimait pas les faeteurs communs aux deux termes de 
chaque fraction, alors des valeurs de 
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propres a verifier les formuios on dediiirait aiseinent les valenrs 
de X , /, 5, ...,i propres a verifier les tbrniules (i) ; et, pour retrouver 
par exemple la premiere des equations (7), il suflirait de developper, 
suivant les puissances de 

a. b, c, A, 

les deux termes de ia fraction 

* (6 — «)(e — a)...(/i — a}tc — b)...(h — A). ..(A — ff)' 

puis de remplacer, dans les developpements obtenus, I’exposant de 
chaque lettre par un indice. Sous cette condition, I’equation (18) 
pourrait fitre consideree comme une forntuU symboUque propre a 
representer ia valeur de x tir6e des equations (i). (Voir V Analyse alge- 
brique, Chap. Ill, § 2 .) 

ConcevoDs maintenant que n variables 

se trouvent li^es k n autres variables 

X, y, 2, ..., i 

par n equations iineaires de la forme 

-4- "4" Cf 5 -4- 

I a,jc+ c,s+,.. 4- A,f=y, 

(19) ' ata? 4 - A,r+ c,s-h...H- A,r = z, 

I "4“ y “4* 5 “4“ ■ • ■ t ^ t* 

II sufBra de r^soudre ces equations par rapport aux variables 

pour obtenir n autres Equations linkaires de la forme 
/ a: = a,x-t-aiy-h«,2-f-...4-a«_|t, 

= b,x 4- bjy + b,z 4 - . . b,_,t, 

(ao) { s =c,x 4-Cty 4- c,z 4 -.. .4-c,_it, 


t = llfX 4* bjj 4- haZ 4- ... 4“ b)(_, t. 
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Les seconds ineinbres de ces dernieres eijiiations devant ^tre precise- 
luent CO quo doviennent les seconds ineinbres desformules (9), quand 
on y reinplaci* 


par 


^ 0 ' ^ 1 ' 

il en resulte quo les coefficients 


( 31 ) 


^'n—i 

t, 


^0’ 

1 



. . . • 

\ K, 


K 

. . . « 

Co, 

C,, 

‘s. 


/••• 


• • » 



^ 0 * 

Ih, 

lls, 

.... h„_, 


doivent so reduire aux quotients qu’on obtient en divisant par la 
resultante K les divers termes du tableau (10). Done les formules (11) 
entrainent les suivantes : 


( 23 ) 


^0^0 


4-ho/io = 1 . 



4" m 0 

^0^11— 1 

•4- • • 

4“hoAn-i = 0 , 

a* ^0 

4 -. . 

-hh,^* = 0 , 

a, a, 

4-.. 

-l-h,A, = 1 , 


4 --. 

4 -h|A„_i = 0 , 


4- . . 

4- h,i_, = 0 , 

1 

4-.. 

4-h*_|A, = 0 , 

*11-1 

., 4 -.. 



Au reste on arrive directement aux formules (22) en substituant dans 

les equations (19) les valeurs de x,y, 3 / tir6es des formules (20) 

et observant que les nouvelles Equations ainsi obtenues doivent 6tre 
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identi<{ues, c’est-a-dir«* quVlles doiveiil sulisislor indt‘{)ondiuuni«'nt 
des valeurs attribuees aux variables .r, v, s, t. 

11 suit des formulcs (22), jointes au theorenie III dii paragraphe 1 , 
que la r^snltante i des n* termes renfernies <Ians Ic tableau 


{» 3 ) 



est ^gale au produit des deux resuitantes 

des termes que renferment les tableaux (2 ) et (21 ). On aura done 
(a4) S[±<7«A,c,...yj„_,]S[±a,b,c,...li„_,] = i, 

et Ton peut enoncer la proposition suivante : 


Tbeor^me. — 5i‘, n variahles 

X, y, s, t 

elant liSes a n autres reuiabtes 


Zj • . • ^ t 

par n equations liniaires, on. suppose les unes exprindes en fonctions 
Uneaires des autres, et reciproquement ; les deux resultantes formds avec 
les coefficients que renfermeront ces fonctions Uneaires dans les deux 
hypothises offriroiU un produit equivalent a runite. 


a6 


OKuvre* die C. — S. II, l. XU. * 
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FONCTIONS DIFFERENTIELLES ALTEMEES. 


I. — Consideration}! gvncralcs. 

L’nc expression qui renferinelesdifferentiellesoulesd^rivees d’une 
oil de plusieurs fonctions differentiees par rapport a une ou a plusieurs 
variables, <*st ce qu’on pent noinmer une fonction differentielle. Si 
cette nieme expression change de signe en conservant, au signe pres, 
ia mOme valeur, tandis qu'on echange cntre elles deux quelconques 
des variables qu’clle renferme, elle deviendra ce que nous appellerons 
une fonction differentielle aliernee. Parmi les fonctions de cetle espece, 
on doit particuliereinent remarquer certaines resultantes, dont j’ai 
d^ja parle dans le if Cahier du Journal de l'6cole Polytechnique 
[p. 53Get suivantes (*)], et dont je vais m’occuper encore quelques 
instants. 

Soient 

n variables ind^pendantes cntre elles, et 

X, y, 2, i 

n autres variables liees aux premieres par n equations lineaircs ou 
non lin^aires. On pourra consid^rer 

X, y, 2, .... t 


(*) OEuvnss de Cauchy^ s^rie, t. I. 
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comnie des fonctions ties variahles iiitlependantcs 

•r. y, s t, 

et calculer, dans cette hypothese, les derivees dii premier ordre qui 
ferment les divers termes du Tableau 


RjrX, 

1 

DyX, 

D-X, 

.... n,x, 

\ n,y, 

u.' y. 

D.y, 

D,.v, 

1 

I), z. 

DjZ, 

1>/Z. 


1), t. 

D,t. 

.... i),t. 


Cela pose, concevons que, suivant les conventions adoptees dans le 
precedent Memoire, on se serve de la notation 

( 3 ) S [±: D,x Dy.v DjZ • • • Ibt] 

pour indiquer la somme faite du produit partiel 

DjZ . . . I)/t, 

et de tous ceux dans lesquels il se transforme, quand on echange 
entre elles, une ou plusieurs fois de suite, les variables 

•ZT J y I « V a ^ t 

prises deux a deux, en changeant chaque fois le signe du produit 
obtenu. L’expression (2) sera tout a la fois la resultante des termes 
compris dans le tableau (i), et ce que nous appelons une fonction 
differentielle alterme. Observons d'ailieurs que, pour deduire les uns 
des autres les divers termes de cette resultante, il revient au meme 
d’echanger entre elles, ou les variables 

jr, yi Sf . . . , /, 

ou les fonctions 

X, y, z, .... t. 

En vertu des n ^nations de condition qu’on suppose exister entre 
les deux systimes de variables 

X, y, X, t et X, y, z l, 
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on pent it volonte, ou o'Mirfitlerer, ainsi que nous vonons tit* le fairc. 


y. z I 

I'onuiii* (It‘s fonotioii'^ tlonin*t‘s ties variables inilepenilantes 

.r, >% 5 f- 

on, reeipnitpii'ment, eonsiilerer 

X, _v. z, — / 

coniine ties fttnetions ilonnees ties variables independantes 

X, y. z l. 

Dans eette derniere liypothese, la resultante tormee avec les termes 
dll tableau 



1 1 

Hj X. 


... D,.r 


i D,.v. 

U,y, 

t),y. . 

, Dty. 

(3) 

' Ib-- 

Dj -3, 





l),b 

l).<, .. 

l».b 

t‘t represent^e par la notation 



(4) 

S[: 

±[),X 




serait une fonction dilF^rentielle alternee par rapport aux variables 
independantes x,y,z, ...,t. Or iiexiste entre les resultantes(2)et(4) 
une relation remarquable, et qu’on pent aisement etabiir comme il 
suit. 

Soil ip une fonction quelconque des variables x, y, s, r, ou, ce 
qui reviont au m4me, des variables x, y, z, .... t. On aura, en conside- 
rant d’abord f cotnme fonction des variables a?, s, t, 

(5) rf3 = l >^3 dr -h Uftpdy + D-fdz + ...+ l)t<pdt; 

puis, en considerant o cmnmo une fonction des variables x,y, z, t, 

(6) rfy = I>,o (/x -4- 1»,9 rfy -4- 1),9 . -s- Di 9 rft. 
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Si, dans la Ibrimilr ( j ), on rcnijdaee siicfossivenioiit o par ohaeiino 
des variables 

\, z. .... t 

consideree comnie fonction dear, v, s, on Irouvera 

d\ =z Dj, \djc -t I)., X rfv + I); X rfi + . . . -H Dt X dt, 

I dy= I)^^ dx -r I>j ydy+ D.y dz-h.. .+ Diydt, 

( 7 ^ ‘ dz= hjfZ dx — I)y z H- I); z rf: + . . . + I>/ z dt, 

dt sss Djg 1 dx -f- 1)^ t dy "+■ Dj t dz ■+■ . • • + D/ 1 dt, 

Pareillement, si, dans la formule (G), on reinplace successivement la 
fonction 5 par chacune des variables 

consideree comme fonction de x, y, z, t, on trouvera 

rfx = 1), jrrfx I)j jrfy + D, Jrrfz -K. . .H- D|Xrft, 

I dy rrDx^rfx-i-Djyrfj' + Divrfz Diydt, 

(^) j dz zz: J)x z dx z dy D* z dz -K, • . z dt, 

I dt = Vx t dx -h bj t dy + J), i dz + . . . + D, tdt. 

Les formules (7) et (8), qui fournissent le moyen d’operer un chan- 
gement de variables independantes, quand on s’arrete aux diiTercn- 
tielles du premier ordre, doivent certainement s’accorder entre elles. 
Done les equations (7) deviendront identiques, si Ton y substitue les 
valeurs de 

djr, {fyf dsj .... dt 

tirees des formules (8). Cette seule consideration fournit immediate* 
ment n* equations diverses, dont les unes, en nombre egal b n, sont 
de la forme 

(9) D^cxDxJr -h DyX Dxy' 4- D*x D^s •+•. . . + D(X D*f = i, 
tandis que les autres, en nombre ^gal an*—#?, sont de la forme 

(10) JD,x D,jr ■+■ DjXD,/-t- DjXD,* + . . .4- D<x J>,l=: o. 
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DVillours, comme Ips foriiiulis (7^ et ('8) servcnt a exprinier les 
diOVTonlioljp:* 

rfx. (iy, dz, (/I 

en fonctions lini'aires «les difrerentielles 

dr, dy, dz, ... dt 

et reciproquemont, on conclura du theorerne enonce a la page 201 
quo les resultantes formees avec les termes des tableaux (i) et ( 3 ), 
c'est-a-dire les expressions (2; et ( 4> fournissent un produit Equiva- 
lent a I’unite. On aura done 

(II) S[a: D«x D, y h-z. . . l),t]S[± l)*x I),_y D,5 .. . D,f] = 1 . 

La formule (11) iie differe que par la notation d’une formule deja 
connue. (Voir un Memoire de M. Jacobi, inserE dans le Journal de 
M. Crrlle, i 84 i, p. 337.) 

Non seulement les resultantes (2) et ( 4 ) se trouvent liEes entre 
elles par la formule fi i), mais. de plus, chacune de ces rEsultantes 
peul etre exprirnee par le rapport de deux autres. En elfet, reprEsen- 
tons par 

(la) €> = o, X = o, S' = o, £2 = 0 

les n equations en vertu desquelles les n variables 

se trouvent liEes aux 12 variables 

X, y, z, .... t. 

En dilTErentiant la premiere des Equations (12), on trouvera 

puis, en substituant dans la formule (i 3 ) les valeurs de 

dx, dy, dt, 

tirecs des formules (7), on obtiendra une Equation qui devra Etre 



SLU LES FO.NCTIONS DIFI'EHENTIELLES ALTERXEES. 207 
identiquc et donnera {lar suite 

1 — = t>i^ ttj-x + D,*!* I),y 4- . . . -r I)i4» RxN 

, ) —i>y®=n,4»D..v -;-D,a»i»^y f. 

f — 1)<^ = Dj4»l), X -t- y -H. . 1),4» D,t. 

Or, do ces dernieres formules et de cellos qu’on en dedult on reinpla- 
<;ant la letfre 0 par Tune des lettres X, U‘, il, il resulte que les 
divers terines du tableau 


Dx*. 

l>xX. 

D,‘r. 

.... I),£2. 


DrX, 

D, «F. 

.... 


D-X. 

Dx‘r. 

.... I)s£2. 


I), X, 


.... b,Q, 


pris chacun avec le signe — , se trouveront lies a ceux du tableau (i) 
et du suivant : 


I).*, 

u.x, 

D.V’. 

..., D,Q, 

D, 4 >. 

t),X. 

I),»F. 

.... D,ft, 

!>.«», 

1>.X, 

D.«F. 

.... D.fi, 

i),«. 

R.X. 

D.»’. 

DjQ, 


par des equations semblables a la formule (i 4 ) de la page 191. Done, 
en vertu du theoreme III de cette meme page, la r^sultante destermes 
qui composent le tableau (i 5 ), multipliee par ( — i)", sera le produit 
des resultantes des termes qui composent les tableaux (i) et (16). 
On aura done 


(- 1 )» S [± Dx* »yX D,»F. . . Dti2] 

= S[ ± DxX D, y D 52 . . . 1 >, 1 ] S [± D.# D,X D.’F. . . D,i2], 


et par suite 

(17) S [3: DxX D,y DjZ . . . Dtt] = (—*)" gj ^ ^ 


D,£ 2 ] 

Difij' 


L’^iiation (17), en vertu de laquelle ia r^sultante (2) s’exprime par 



m MltMOMtR 

It’ rapport do doux aufros rosultanfeis, a ont’oro etc oliteniie par 
M. Jacobi, dans lo Meinoiro doja oito, pafjt* Klle conduit k la 
lorinulo donnoo par M. Catalan pour la transfonnalion d’une integrale 
innitiplo, dans lo cas on aux variables quo renfermait cotte integrale 
on siibstitiie d’autros variables lioos aux proniiores par certaines 
equations. 

Si, dans la lorinulo (17), on ochange Tun avec I’autre les deux 
systoines do variables 

I* 

X, V, / et X, y, z. t, 


on obtiendra Toquation 
(iSi S[± l>,.r l>, y D,3 . 


n.z] = 


(-!)“ 


S[±!),4>I),XD,»t'.. 



on vertu de laquello la rosultantet 4) s’exprime par le rapport de deux 
autres rosultantes. En combinant entre dies, par voie de multiplica- 
tion, les formulos <17 ) et (18), on rctrouve evidemnient la formule (i i). 


1 1 . — Exemples. 

Considorons, comme dans le paragraphe precedent, n variables 

liees k n autres variables 

X, y, I, t 

par n equations diverses ; et supposons d'abord que ces equations 
soient de la forme 


X 


H- 

Hh . 

. . 4- 

y 

V 


■+• . 

- . 4" Aj f , 

z — 


”1" Cj 3 

4-. 

. . 4- Aj 

t 


Z 4<* • 

- . 4- 


Dans ce cas, les termes qui composeront le tableau (i) du para- 
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graphe I seront precis^ment les coefOcients 





• • • • ^^0* 


'>1, 

Cl. 

. . . , hi. 



Cit, 

.... /i., 


^11— IV 


.... 


On aura done 

(3) S[a=Dj.xl>,yD5Z...D,IJ = S[±:a.i.,e,...//„_,J. 

Concevons maintenant que les equations (i), etant resolues par 
rapport a x,y, s, /, donnent 


I .r = b»x -+- b,y+b,z-i-. t. 

(4) 5 = c,x -t- Cl V-+- CjZ -h. . l. 

• 

\ / =li,x-i-h,y-+-h,z + ...-hb,_,t. 

On trouvera encore 

(5) S I ±: D. j: D, D,s . . . D,f ] = S [ ±: a,b, c, . . . h»_, ]. 

D’aiileurs, en vertu do ih^or^me de la page aoi, on aura 

(6) S[±«,6,c-i.../i,_,3S[±a,b|C,.. .h*_,] = i. 

Done les formules (3) et (5) donneront, dans I’hypoth&se admise, 

(7) S[±D,xl)yyDsZ. .. D«]S[± D,-rD,yfD,3...D,i] = i, 

en sortequ’on se trouvera pr^cisSment ramen^ a la formule(ii) du 
paragraphs 1. 

Supposons en second lieu que 

t 

soient dgtermin^s en fonction de 

jp) y» *1 •••» ^ 

OAora tie C. — S. II, t. XII. 9? 
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par des equations de la forme 

X — .t iJr — a )(y — a)(s — a).., (t — «), 
<8 1 ' i -C (jr— c)(y— c)(z—c)...(i — c). 


' I =//ljr-A)(7-/0(5-A)...(/-/0- 

11 suffira de ditterentier par rapport a x, y, t les logarithmes 
des fonctions x, v, z, ...i t pour obtenir immediatenient les termes du 
tableau { i ) du paragraphe I sous les formes suivanles : 

XXX X 

1 » 9 r 

,r - a y a 3 — cr t — a 

V .V y y 

— : — 

jr — n y — n z ' b t — 0 

(9) ' z z z z . 

j.r — C jr — C 3 — C ^ — C 


( t t t I 

I 7 » r» T 9 •••? 7 7 * 

, X — A r — A z — A t — A 

r 

On trouvera done 

(10) S[±DjxD,y DsZ...D/l] 

= xyz...ts[± 

ou, ce qui reVient au mSme, eu egard k la formule (lo) de la page 177, 

(11) S[±I>*xDyyD 5 Z...Dti] 

= (— 0 * xy*.-.t 

(/j— a)(c— a)...(c— j)(s— ^)... 

^ {x—a)(jr~b)(x—c)...(j—a){y—b)ly—c)...{s—a)(5—bXx—c)...’ 

Si, dans la formule (i i), on substitue les yaleurs de x, y, z, t, 
tiroes des equations (8), on trouvera simplement 

(la) S[±l),xD,yD.z...D,t]=r(-i)*'^ ABC...mP, 
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les valeurs dc P ct de ^ etant 

) P = (;r_j:)(s-.r)...(--y)...==S[±j:V'j*...r— ]. 

J 'f = (i — <*)(<? — a). — l *)‘ . . = S[±: rt*6*'c’ . . .A""']. 

On pout aisement, des formules (8), deduiro « autri*s fornudes 
dont chacune renfermo une seule des variables 

J", V, 5 /. 

En effct, posons pour abreger 
(i4) f(/-) = (r — fl) ( /• — 


et 

(i 5 ) F(/-) = (/- — .r)(r- v)(r~ n. 

Chacufi des rapports 


F(r) F(r) F(/) 

, , •••? 

r — j :* r—y r — l 


sera une fonction entiere de r, du degre n — i, et <lans laquelle le 
coefficient de r"“* se reduira simplement a Tunite. On aura done, par 
suite, en vertu d’un theorenie eonnu. 


(i6) 


o /— X [r(r)].-'’ 


p I 


Or, la premiere des equations pouvant s'eerire ouininc il suit, 
(a — y)...(a — , (b—y)...(f> — 0 , . {h — y). . .(h — t) 

— TV) — — m — — fw '■ 


donnera, eu egard aux formules (8), 

_J i_-H— ! 1-+. 

AV{a)x — a /ir(6) J?— 6 

On aura de nidme 

( 17 ) l—l 

B\'(b)y-b 


_J 

UV(h)y-h ' ‘ 


■ IX > y _ 

AV{a) t — a BTib) t — b 


I 


>^rtA) <-A 




i«-». 
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En (i’aulrt's tenncs. 


MEMUIIIE 


considert's coining fbnetions de 

\. y, / I. 

rt*pros<‘ntt‘ront k*s n rai*iiM‘s <le I <‘t[uation 

^ I \ * y , ^ !_ — ( 

-TV 7 ;r^ 7 ^^Tnv 7 > 7 :rj> y/r^/o /--A ^ 

rosolue par rapport a r. 

En partant des forniules (17), on determinerait aisfiment la valour 
de la resultante 

S [± Dx-i?D} V Di- • • • 

et en appliquant a cette resultante les raethodes de reduction employees 
par M. Catalan, dans son Memoire sur la transformation des integrates 
multiples, on trouverait qu’elle se rfiduit, comme cela doit ^tre, k 
I’unite divisee par le second membre de la formule (12). 

Si Ton supposait les variables 

X, y, z, •••. t 


d^termin^es en fonctions de 


par des equations de la forme 


. (cc — n)(v—a') 

.(/ — rtr) 

(JC — k)(jr—k){.s — k).. 


,Ax — b)(y~ b)(s — b).. 

.(t-b) 

' {j--k)(y-k){z-k).. 

■ {i-kV 

(.r— c)(r— c)(3--c).. 

.(i-c) 


Al-kV 

{.r — — h)is — k'*. . 

(t~h) 

~ {jc — k){y—k){s — k).. 

At-k)' 
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alors, cm operant toujours de ia inenie maniere, on trouverait 
a — A- a — A 


I>a.x=:x 

»xy=y 


(J- — — / ) 

h — k 

{X — b](x — A)’ 


^ (y — a)(v — A) 

n 


et par suite 

(20) S[± Da,\ D^y l).z. . . I>tt] 

(a-X)...(A-A) n • I 1 

ou, ce qui revient au memo, 

(21) S[± D:rX D^y D-z . . . D,t] 

W>if } 

= (-i) * xyz...f 

(a— A) ..(A— A) tfF 

^ (o! — A}...^f — A) (j— a)(.r — — — A)’ 

les valeurs de P, ‘f etant toujours detennin^es par ies furmules (i 3 ^. 
Si, dans la formule (20), on substitue les valeurs de 

X, y. z, .... t 

tirees des equations (19), elie donnera simpicment 


(aa) S[±DxxDyyI)sZ...D,l] 

• (a — A)(A — A)...(A — A) 


= (— I) ‘ ABC...H 




tfP. 



MliMOlRE 


SUR LE RAPPORT DIFFERENTIEL 

DE F>EUX GRANDEURS QUI VARIENT SIMDLTANEMENT. 


principes (pu* iions allons (Wablir dans lo [tresent Memoire per- 
tiiettciit di* ri'suiidn* aiseaient un grand nombre de questions diverses, 
dnnt la plupart etaient ordinairement Iraitecs par les methodes que 
fmirnit le Calcul dilferentiel. IVaillcurs, IVxposition de ces principes 
repose sur d(*s nnl ions simples qu’elles peuvent etre intro- 

duijeii sans inoonveniont iiieint* dans la Geometric elementaire et dans 
I’Analyse algtibrique. Tels sont les motifs qui nous ont porte a entre- 
prendre la riolaction «le ee Memoire, en nous donnant lieu de croire 
qu'il rendra plus facile I’etude du Calcul infinitesimal et de celles des 
sciences inathematiques qui sont intimement liees a ce meme calcul. 


I. — Definition et propriitis generates des rapports differenliels. 

Nous appelons grandeurs ou quantiles coexisiantes deux grandeurs 
ou quantites qui existent ensemble et varient simultanement, de telle 
sorte que les tdeinents de Tune existent et varient, ou s’evanouissent, 
en memo temps que les ^l^ments de I'autre, Tels sont, par exemple, 
te volume d’un corps et la masse ou ie poids de ce corps. Tels sont 
aussi Ie temps pendant lequel un point se meut et I’espace parcouru 
par ce point. Tels sont encore le rayon d’un cercle et sa surface, le 
rayon d’une sphere et son volume, la hauteur et la surface d’un triangle 
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ou il’un parallelogrammc, la hauteur et le volume (run prisme ou 
d’une pyramide, etc., la base et le volume d'un cyluidre, etc. 

Des grandeurs ou quantitt's coexistaiites peuvent d’ailleurs varier 
simultan(‘ment dans un ou plusieurs sens divers. Ainsi, par exemple, 
le volume d’un prisme ou d’un cylindre, dont la base est constante, 
varie aveo la hauteur dans un seul sens. Mais, si Ton suppose la hauteur 
constante et la base variable, le volume pourra varier avee eette base 
dans deux sens divers. De memc encore, la masse d’un parall(‘lepip»*de 
ou geni‘ralement d’un corps quelconque, pourra varier avec le volume 
de ce corps dans trois sens correspondants aux trois dimensions de 
I’espace, etc. 

Cela pos6, soient 

A e\ h 

deux grandeurs ou quantites coexistantes, qui varient simultanement 
dans un ou plusieurs sens divers. Concevons d’ailieurs que la gran- 
deur B soit decomposee en elements 

dont les valeurs numeriques soient tres petites ; et nommons 

les elements correspondants de la grandeur A. Enfin supposons que, 
I’un quelconque des 6l^ments de la grandeur ^ etant represents par 6, 
et I’elSment correspondent de la grandeur A para, la valeur numerique 
de I’SlSment b vienne k dScroitre indehniment dans un ou plusieurs 
sens. L’elSment a s’approchera lui-mSme indeliniment de zero ; mais 
on ne pourra en dire autant du rapport 

a 

V 

qui convergera en genSral vers une limitc finie dilTSrente de zero. 
Cette limite est ce que nous appellerons le rc^port differentiel de la 
grandeur d k la grandeur B. Ce rapport dilTSrentiel sera d’ailleurs du 
prater ordnt ou du second^ ou du etc., suivant que, pour 
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I’obtenir, on aura fait derroitro I'^ienient b dans un, ou deux, ou 
frois, ... sens diflerenfs. 

Line des prnprietes les plus gen^rales ef les plus utiles du rapport 
diflerentiel est celle que nous allons etahlir. 

(iOneevons qu’on indique a Taide de la lettre M, placee devant 
plusieurs qiiantit«*s, uue inoyenne entre ces quantites, c’est-a-dire 
line quantity nuuvelln comprise entre la plus petite et la plus grande 
de eelles qu’on considerait d’abord. Si les elements 

— i>„ 

de la grandeur ou quantite designee par £ snnt positifs, les elements 

/Z I « m m m f ^ /I 

de la grandeur ou quantite designee par A pouvant etre aifectes de 
signes quelcnnques ; on aura, en vertu d’un theori*nie connu (Voir 
{'Analyse algSbnque, 17), 

ai + ff,-4-...-+-<T„ _ /o, flj o,\ 

et, par suite, les deux equations 

.•t — O1+ . .+ Otfl, 

B — bf-i- l>f+ . , .-i- b„ 


entraineront la suivante : 


(0 






D’ailleurs cette derniere ^uation continuera de subsister si, le 
nombre n devenant de plus en plus grand, cbacun des elements 

• • •, bif 


devienf de plus en plus petit ; et alors chacun des rapports 
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finira par tlifferer aussi pea qu’on voudra d'line cerfaine valour du 
rapport dilTi^rentiel. On puurra done, do la forraiilc (i), deduire le 
th6oreme suivant : 

Theor^e I. — Le rapport entre deux grandeurs ou quantites coexis- 
tanZes A et dont la premiire varie dans un ou plusieurs sens avec la 
seconde supposSe ioujours positive^ est une moyenne entre les diverses 
valeurs de leur rapport differentiel. 

Corollaire. — Le theoreme I s’etend evidemment, avec la for- 
mule (i), au cas meme o(i la seconde quantile B serait toujours 
negative. 

Lorsque deux grandeurs coexistantes varient proportiunnellenient 
Tune a I’autre, leur rapport est constant, aussi bien quo le rapport de 
leurs elements, et la limite de ce dernier rapport, ou le rapport diffe- 
rentiel. On peut done enoncer encore la proposition suivante : 

THii;ORt;ME II. — Si deux grandeurs ou quantitds coexistantes A et B 
sont entre eiUes dans un rapport constant^ ce rapport constant sera aussi 
leur rapport diffirendel. 

La proposition inverse peut s’enoncer comme il suit : 

TutoRtaiE III. — Site rapport diffirentiel de la grandeur ou quantitd A 
d la grandeur ou quantili constante B est constant^ ce rapport constant 
sera aussi celui des grandeurs ou quantitds elles-mdmes. 

Demonstration. — Supposons d'abord que la grandeur B, etant 
positive, puisse Stre consideree comme uniquement formee d*el6ments 
positifs. Alors le troisieme theoreme sera une consequence immediate 
du premier theoreme; et, par suite, si Ton nomme p le rapport diffe- 
rentiel des grandeurs A et B, on aura 

A 

(a) 7j=p. 

Ajoutons qu’envertu du corollaire du premier theoreme, l’eqaation(3) 

OBunvt de C. — S. II, t. XII. ' a® 
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iiubsisti‘ra encore si la ({uantite B, clant negative, pout etre consid^ree 
coinme uniquoment coniposee d’eleraents negatifs. 

Supposons, en second lieu, la grandeur on quantile B formee d’ele- 
ments dont les uns suient posit ifs, les autres negatifs. On pourra la 
decomposer en diverses parti<‘s 

B 

dont chaciine soit consideree coinme uniquement form4e d’elements 
alFectes du meme signe ; et, en nonimant 

^ j/ff ... 


les parties correspondantes de la grandeur ou quantity A, on aura, en 
vertu de I’equation (u). 


B, 


= p. 




par consequent 


A^=pn^, A,= pJ}j^, ... 

et 

A,+ A,+ Aj,+,. ~ piBf-h fi^+ B^ + . . .), 


OU, ce qui revienl au memo, 

(3) A=p£. 

Or cette derni^re formule entraine evidemment I’equation (i). 


CoroUaire. — Si le coefficient differentiel p est constamment nul, 
i'equation (3) dunnera simplement 

(4) i4=o. 

On peut done enoncer encore la proposition suivante : 


TstORtHE IV. — Une grandeur ou quantity s’evanouit loujours, lorsque 
le rapport dij^renael de cette grandeur ou quantiti a une autre grandeur 
ou quantile coexUtanie est constamment nul. 
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Le rapport difFerentiel dc deux grand(?urs, constant ou variable, 
recoil souvcnt divers noms particuliers relatifs a la nature iiieme de 
ces grandeurs. Donnons a ce sujet quelques exemples. 

Gonsiderons d’abord une certaine masse ou qiiantitu de matiere 
renfermee dans un solide dont le volume est K, ou concentree sur une 
surface dont I’aire est A, ou enfin concentree sur une ligne dont la 
longueur est 5. Si la masse M varie proporfionnellement a la quantile 

V, on A, on 5, 

le rapport constant 

J/ tf J/ 

-p-j on ou Y 

sera la densite constante du corps ou de la surface, ou dc la ligne 
donnee. Soient, dans la meme hypothese, 

m 

un element dc la masse AT, et 

e, ou a, ou s, 

Tel^ment correspondent de la quantile 

V, ou A, ou S. 

La densite constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnee, 
pourra encore ^tre representee par le rapport 

m m m 

— , ou — > ou — > 

V a s 

ainsi que par la limite de ee rapport. Cette density constante sera done 
le rapport dilTerentiel de la masse Mk la quantite 

V, ou A, ou S. 

Supposons maintenant que la masse M varie par exemple avec le 
volume K, raais sans lui etre proportionnelle. Alors ies rapports 


y 


et 


m 

V 
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pourront differer Fun de I’autre, et represeiiteront ce qu’on nommc la 
densite moyenne du corps sous Ip volume V ou sous le volume v. 
Si d’ailleurs le volume tdeinentaire e change graduellement de forme, 
sans jamais cesser de renfermer un certain point P du corps que Ton 
considere, et si, en vertu de ce changement de forme, les trois dimen- 
sions du volume viennent a decroitre indefiniment, la masse elemen- 
taire m dirmitra ind«*liniiiient avec le volume elenientaire p; mais le 

rapport ou la densite rnoyenne du corps sous le volume e, convcr- 

gera en general vers une certaine limite differente de zero. Or cette 
limite, qu’on nomme la densite du corps aii point P, repr6sentera 
evideuiment, pour le ineme point, le rapport difierentiel de la masse 
au volume. En d’autres termes, ce rapport differentiel est la limite 
vers laquelle converge la densite moyenne d’un element infmiment 
petit, appartenant au corps que Ton considere, et renfermant le 
point P. 

Pareillement, si la masse J/, concentree sur une surface ou sur un 
element de surface, varie avec I’aire .4 ou a de cette surface ou de cet 
clement, sans etre proportionnelle a cette aire, le rapport 

M m 

-r-, OU , 

A a 

representera ce qu'on nomme la densite moyenne de la surface ou de 
I’element dont il s’agit. Soit maintenant P un point renfefrme dans la 
surface el^mentairc a; et concevons que les deux dimensions de 
cette surface elenientaire decroissent indefiniment, sans qu’elle cesse 
jamais de renfermer ie point P. La masse elementaire m d^croitra 

indefiniment avec a; mais le rapport jt ou la density moyenne de 

I'^iement de surface, convei^era en general vers une certaine limite 
diffi§rente de zero. Cette limite, qu'on nomme la densite de la surface 
au point P, ne sera autre ehose que le rapport differentiel de la masse M 
i’aire A, calcule pour le point P. 

Pareillement encore, si la masse Jf, concentree sur une ligne ou 
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sur un element de cette ligne, varip avec la longneup S on s de cette 
ligne ou de cet element, sans etre proporlionnelle a oelte longueur, 
le rapport 

II ni 

—rt Oil — 

6 S 

representera ce qu’on nomme la densite movenne de la ligne ou de 
I’element dont il s’agit. Soil mainlenant P un point sifue siir la ligne 
elementaire ef concevims que cette ligne decroisse en longueur 
sans cesser jamais de renfermer le point P. La masse elementaire m 
decroitra indefinimentavec#; maisle rapport ou la densite movenne 
de la ligne elementaire, convergera en general vers une eertaineliniite 
differente de zero. Cette limite, qu’on nomine la densite de la ligne 
ail point P, ne sera autre chose que le rapport difierentiel de la masse M 
a la longueur S, mesurd au point P. 

Consid^rons maintenant un point mobile qui parcoure une certaine 
ligne droite ou courbe. Si I’espace parcouru est au temps que le point 
mobile emploie k le parcourir dans un rapport constant, ce rapport 
sera ce qu’on nomme la vitesse constanie du point mobile, Dans le cas 
contraire, le rapport variable de I’espace au temps, ou de I’el^ment 
de I’espace k Pelfement du temps, sera la vitesse moyenne du point 
mobile pendant le temps fini ou infiniment petit que I’on considere. 
Enfin, la vitesse moyenne du mobile, pendant un temps infiniment 
petit coinpte a partir d’un instant donne, aura pour limite ce qu’on 
nomme la vitesse du point mobile a cet instant mime. Or il est clair que 
cette derniere vitesse sera precis4ment le rapport differentiel de 
I’espace au temps, el que ce rapport deviendra constant avec la vitesse 
dans le cas que nous avons d’abord indique. 

Considerons encore une surface plane press^c par un liquide pesant. 
Si cette surface est horizontale, clle supportera une pression propor- 
tionnclle k son aire, et le rapport constant de cette pression a I’aire 
sera ce qu’on nomme la pression hydrostatique. Mais, si la surface 
press6e cesse d’etre horizontale, le rapport de la pression k I’aire 
deviendra, pour la surface donnee, ou pour un element de cette 
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surface, ce (ju’on pent appeler la pression hydrostatique mnyenne, 
calculee pour cette surface ou pour cet clement, Enfin la pression 
hy<lrnstati(iiie moyenne, calculee pour un element inliniment petit de 
surface qui reiifermera un point donne P, aura pour liinite, si Ics deux 
dimensions de rch'uiieiil viennent a decruifre indefininient, ce qu’on 
notume la pressiun hydrostatique tiu point P; et il est clair que cette 
dernierc j(ression h>dri»s(a(i([ue sera le rapport <lilferenticl de la 
[iression a I’aire*, calcule pour le point P. 

Si Ton appli(juc successiveinimt le Iheorcme I aux diverses especes 
de grandeurs que nous venons de passer en revue, on obtiendra les 
propositions suivantes : 

Le rapport de la masse d'nn corps a son rolnme est line moyenne entre 
les densites corresjmndantes aux divers points de ce rolume. 

Lorsqiiune masse est coneentree sur une surface ou sur ime ligne, le 
rapport entre cette masse et I'aire de la surface ou la longueur de la 
ligne est une moyenne entre les densites correspundantes aux divers points 
de cette surface ou de cette ligne. 

Lorsquun point mobile parcourt une ligne droite ou courbe, le rapport 
de I'espace au temps est une moyenne entre les ritessesque le point mobile 
aequiert successivement dans ses diverses positions sur cette ligne. 

Lorsqiiune surface plane est pressee par un liqnide pesant, le rapport 
entre la pression totale et I'aire de cette surface est une moyenne entre 
les diverses ralears de la pression hydrostadque correspondarOes aux 
divers points de la surface. 

(U’s diverses propositions justitient les noms de densiti moyenne, 
de vitesse moyenne, de pression Ay droslaiique moyenne, pr^c^deinment 
donnes aux divers rapports qui s’y trouvent mentionnes. 

Le rap{>urt ditferentiel d’une grandeur a une autre n’est ua rapport 
constant qnc dans le cas oil ces deux grandeurs sont proportionnelles 
Tiine a Pautrc (Theoreine III). Dans le cas contraire, non seulement le 
rapport diflerentiel des deux grandeurs est variable; mais il peut 
varier datis un ou dans plusieurs sens, suivant que la seconde gran- 
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(leur peut varior ello-meme dans iiii seni sens ou ilans plusienrs sens 
divers. II en resulte qu’un rapport difTerontiel peut etre fonctioii 
d’une ou de plusieurs variables independantes. Ainsi, en partieulier, 
si la seconde grandeur est unc ligne, ou une surfaee, ou iin volume, 
le rapport differentiel sera generalemeni determin«> pour chaqne point 
de la ligne donnee, de la surface donnec, ou du v(dunie donne. Mais il 
pourra varier d’un point a I’autre et dependre des coordoniiees de ce 
point, savoir, d’une seule coordonn«*e si la secomle grandeur est une 
ligne, de deux coordonnees si la seconde grandeur est une surface, de 
trois coordonnees si elle est un volume. 

Si la seconde grandeur est un temps, le rapport difterentiel de la 
premiere grandeur li la seconde serageneralement determine a chaque 
instant, ou, si Ton peut ainsi s’exprimer, a chaque point du temps que 
Ton considere; mais ce m^me rapport dillerentiel variera pour I’ordi- 
naire d’un instant a I’autre. 

Lorsqu’une grandeur varie dans un seul sens, elle offre deux bouts, 
ou deux extremit6s; elle commence a Tune, et finit a I’autre. Alors, 
si, la premiere extremite demeurant fixe, la seconde extreniite se 
deplace, on verra varier en meme temps et la grandeur dont il s'agit, 
et un rapport differentiel qui serait relatif a cette seconde extremite. 
Alors aussi ce rapport differentiel sera du premier ordre, et dependra 
d’une seule variable. Consid6rons, pour fixer Ics idees, une longueur, 
ou un temps, ou meme simplement un nombrc variable qui, en crois- 
sant, atteint une certaine limite. On pourra regarder chacune de ces 
grandeurs comme variant dans un seul sens, et passant par degr^s 
insensibles d’une valeur nulle a une valeur finale. Or, si k i une de ces 
grandeurs on compare une grandeur nouvelle qui croisse avec elle- 
meme, et si, apres avoir partage les deux grandeurs en elements 
correspondants, mais tres petits, on divise le dernier Element de la 
nouvelle grandeur par le dernier element de I’autre, le quotient ainsi 
obtenu aura pour limite, quand les deux elements deviendront infini- 
ment petits, un rapport differentiel du premier ordre, qui dipendra 
de la valeur d6finitivement acquise par la longueur, ou le temps, ou le 
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nonibrt' variable clout il s'agit. Le plus souvent, ce rapport differentiel 
sera uuc? tunc'tiun continue cle la variable clont il depend, c’est-a-dire 
qu'il ehaii}?c‘ra do valc'ur avec ellc par do^rC's insensibles; et alors, 
pour Tobtenir, on pourra indillereminent, ou chercher la limite du 
rapport c'litre les derniers idc'onents des deux grandeurs que Ton 
compare Tune a I’antre, ou chercher la limite des elements nouveaux, 
mais eorrespondants, qu’elles pourraient acquerir, si chacune d’elles 
venait a croifre au dela de sa seconde extremite. 

Dans le cas partioulier oh la seconde grandeur est une longueur 
niestiree sur une oerlaine ligne droite ou courbe, fextremite de cette 
longueur, avec lacpielle varie le rapport dilTerentiel que Ton consi- 
dere, peut d’ailleurs etre un point quelconque P de la ligne donnee; 
et, comine une seule coordonnee suflit pour dciterminer la position 
du point P sur la meme ligne, le rapport differentiel correspondant 
an point P peut etre regards comiue fonction de cette seule coor- 
donnee. 

Coucevons maintenant que les deux grandeurs coexistantes AetJB 
puisseiit varier siniultanement dans deux, trois, quatre... sens 
divers. On pourra cn dire autant de leurs elements eorrespondants; 
et Ton obtiendra pour limite du rapport entre ces elements un rapport 
dilfi^rentiel p, du second, du troisieme, du quafrieme. . . ordre, qui 
sera une fonction de deux, trois, quatre... variables ind6pendantes. 
Dans un grand nombre de cas, le rapport differentiel p est une fonc- 
tion continue des variables dont il depend, c’est-a-dire une fonction 
qui prend une valeur unique et determinee pour chaque systeme de 
valeurs attribuees a ces variables, et qui varie avec elles par degree 
insensibles. Dans cette hypothese, si un element b de la grandeur B 
devient infiniment petit dans tous ies sens, on pourra dire en quelque 
sorte qu’h cct element b correspond un seui systeme de valeurs des 
variables independantes, et par suite une seule valeur (le p. Mais aux 
diverses parties de la grandeur B, ou plutot a ses divers elements 
nfiniment petits, correspondront divers systemes de valeurs des 
ariables independantes, et par consequent en general diverses 
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valeurs de p. Les liraites, entre Icsquellos les variables devrunt rester 
comprises dans ces divers systemes, dcpendront de la valeur attribuee 
a la grandeur B; ef, si la grandeur B est toujours positive, ces limites 
s etendront de plus en plus avec cette valeur memo. Dans les probl6mes 
de Geometric et de Mecanique, les variables independantes peuvent 
etre les coordonnees d’un point mobile et le temps. 

Supposons, pour fixer les idees, que la seconde grandeur soil uiie 
aire, ou un volume; et nommuns P un point quelconque de cctte aire, 
ou dece volume. La position du point P se trouvera determinee par 
deux ou trois coordonnees qui seront les variables independantes. 
Cela pose, prenons, dans la seconde grandeur, un element indniment 
petit qui renferme le point P, et divisons par eet element Telement 
correspondent de la premiere. Le quotient obtenu differera g^nerale- 
ment trSs peu de sa limite, qui sera le rapport diff^rentiel de la 
premiere grandeur a la seconde, correspondant au point P. Ajoutons 
que ce rapport diflferentiel, variable avec les coordonnees du point P, 
en sera, dans beaucoup de cas, une fonction continue. D’ailleurs les 
divers systemes de valeurs de ces coordonnees, correspondents aux 
divers 6l6ments de I’aire ou du volume que Ton considfere, devront 
6tre censes connus, des que Ton connaitra cette aire ou ce volume; 
et les limites, entre lesquelles resteront comprises les valeurs des 
coordonnees dans ces divers systemes,serontevidemmentdeterminees 
par les equations des lignes qui envelopperont cette aire, ou de la 
surface qui enveloppera ce volume. 

Lorsque, la seconde grandeur etant toujours positive, le rapport 
differentiel p est une fonction continue des variables dont il depend, 
et par suite varie avec elles par degres insensibles, une moyenne entre 
les diverses valeurs de p, corresponds ntes aux divers elements de la 
seconde grandeur, est encore necessairement Tune de ces valeurs. 
Done le theoreme I entraine la proposition suivante : 

TuEORfeUG Y. — Si le rapport diffirentiel d'une premidre grandeur 
d une grandeur coexistante et toujours positi9e est une fonction 

QEutfres de €• — S* 11, t. XII. ^ 
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f'onlintit" dr la rariahlr ou des ranttblrs dont if depend , nne des vale.urs 
de. ec rtipporf differt'niieJ correspondrintes a la scconde grandeur repi e- 
sentera le rapport qu'on nhlient en dwtsant la premiere grandeur par la 
seconde. 

Corolltiire 1. — Oiucevoiis, pour lix(*r I**s idoes, que la soconde 
yraiidour so roduist* it uiie lonjiueur 5 iiiosuroo sur iini* cortaiiie ligno 
druiU' ou (■ourlto, ol la proinioro graiulour ii uni* masse M concentrce 
SUP ••I'tU* courbt*. Les diversos valours du rappnrt diiferenliel p, corres- 
pondantes aux divers elements inlinimeut [letils de la longueur 5, ne 
seront antre chose ijue les divcrses valours de la densiti* dans les 
divers points nue renfernu* eelte longueur. D’ailieurs la position de 
ehaijue point P, sur la ligne ipie Ton eonsidere, pourra etre deter- 
iiiinee a I'aide d'une seule eoordonnee .r; et la deusile p sera fonction 
euntinue de .r, lursi|ue< etant conipleteinenf delerininee pour un point 
donne P, elle variera, avec la position du point P, par degres insen- 
sihles. Dune Ic theoreine V ontraine la proposition suivante : 

S disignant la longueur d une ligne droile ou courbe sur laquelle se 
trouve concentree une masse M, si la densiti p, etant complitement deter- 
minee en chaque point P de la longueur S, rarie avec la position du 
point P par degres insensihles, le rapport de M a S, ou, en d'autres 
termes, la densiti moyenne de la ligne, sera Vune des valeurs de p corres- 
pondantes aux divers points que renferme la longueur S. 

CoroUaireU. — Concevonsque la seconde grandeur se reduise k une 
aire A, mesuree sur une certaine surface plane ou courbe, et la pre- 
miere grandeura une masse M concentree sur cef te surface. Les diverses 
valeurs du rapport differentiel p, correspondantes aux divers (dements 
intiniment petits de I'aire d, ne seront autre chose que les diverses 
valeurs de la density relatives aux divers points que renferme cette 
aire. D’aiiieurs la position de chaque point P, sur la surface quo Ton 
eonsidere, pourra dtre determin^e a I’aide de deux coordonn^es 
reciangulaires x, y, ou de deux coordonn^es polaires r, p, ou mSme 
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a I’aidi* dc deux euord«iniu*es queleuiiques; el la deie^iD.* p sera uae 
function continue de ces coordunnees, lursque, etani c<iiii|de(etnenl 
dctorminee pour un point donne P, clle variera, avec la position du 
point P,par degres insensildos. Done le Iheoreine A’ entraino la propo- 
sition suivante : 

.4 designant Vairt d'une surface plane ou coiirbe sur laquellese trotu'C 
concentree une masse M, si la densite p, etani completement determine 
en chaque point P de I'aireA, rarieavecla position du point P par degres 
insensibles, le rapport de M d .4, o«, en d'autres termes, la densite 
moyenne de la surface^ sera Pune des raleurs de p correspondantes aux 
divers points que ren ferme I'aire A . 

Corollaire III. — Concevons que la secondc grandeur se reduise au 
volume V d'un solide dont la masse suit Les divcrses valeurs du 
rapport differentiel p, correspondantes aux divers elements infiniment 
petits du volume F, ne seront autre chose que les rliverses valeurs de 
la densite relatives aux divers points que renferme ce volume. 
D’ailleurs la position de chaque point P, dans ce volume, pourra etre 
determinee a I’aide de trois coordonnees rectangulaires a?, v. s, ou de 
trois coordonnees polaires r, p, q, ou g6n6ralement 4 I’aide de trois 
coordonnees quelconques; et la densite p sera fonction continue 
de ces coordonnees, lorsque, etant completement determinee en un 
point quelconque P, elle variera, avec la position du point P, par 
degres insensibles. Done le theoreme V entraine encore la proposition 
suivante : 

V designant le volume d'un solide dont la masse est si la densite p 
de ce soUde, etant completement ddterminee en chaque point quelconque P 
du volume V, varie avec la position du point P par degris insensibles, 
le rapport de M d V, ou, en d’autres termesy la densiti moyenne du 
solide, sera I’une des valeurs de p cmreqpondantes ausc diven points que 
renferme le volume K. 
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La comparaison des 41^ments correspondants 

a et 6 

de deux grandeurs coexistantes 

^ et R 

peut donner lieu la formation de Tun ou I'autre des deux rapports 



suivant que Ton divise le premier Element par le second, ou le second 
par le premier. Or, ces deux rapports inverses Tun de I’autre, auront 
pour limites, si les ^ffements a et 5 viennent a d6eroitre ind6finiment, 
deux quantit^s inverses Tune de I’autre, c’est-a-dire deux quantit^s 
dont le produit sera I’unit^. On peut done, aux propositions pr6c6- 
demment ^noncees, joindre la suivaote : 

Th]6or6me VI. — Si deuce grandeurs ou quantitis coexistent et varient 
simuUandment, le rapport diffirentiel de la premiire d la seconde sera 
Vinverse du rapport diffirentiel de la seconde d la premiire. 

Observons encore que, si Ton designs par X, (x deux facteurs ou 
coefiScients constants, et par a, b les 6I4ments de deux grandeurs 
ou quantitis coexistantes A, B, les produits 

{lb 

reprSsenteront les Elements des grandeurs exprimees par les produits 

A A, 

Cela pos6, soil a la limite du rapport ou, ce qui revient au meme, 

le rapport differentiel de ^4 k Le rapport diffferentiel de XA k pB 
sera 4videmment la limite du rapport 
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il se r^duira done an produit 

I 

— at. 

F 

Si I’un des facteurs ft, "k est Tunite, le meme produit, r6duit a 

Xa ou 5i — , 

repr6sentera le rapport diff^rentiel de a ou de A k ft^. On pent 
done 6noneer eneore le tli4or^me suivant : 

THfiORfeME VII. — Soient X, ft deux facteurs constants, et a le rapport 
differenUel de deux grandeurs ou quanlitis coexistantes 

A, B. 

Les rapports diffirentiels 

deXA a J5, de A a [jtB, deXA a nB, 
seront respectivement 

at "k 

A«, — , —a. 

ft ft 

Jusqu’iei nous nous sommes born^s a comparer deux grandeurs 
entre elles. Si les grandeurs que Ton eompare Tune a I’autre sont au 
nombre de trois, de quatre, ..., ou mfeme en nombre queleonque, 
on obtiendra, sur les rapports dilF^rentiels, de nouvelles propositions 
que nous allons suceessiyement 4tablir. 

Observons d'abord que, si 

A, B, C 

d^signent trois grandeurs eoexistantes, et 

a, a, c 

trois 4l6ments correspondents de ces grandeurs, on aura identique- 
ment 
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Or, en supposant que, dans Tequalion (5), les elements a, b, c 
deviennent infininient petits, on obtiendra iminediatement la propo- 
sition suivante : 

TH^:on6ME Tin. — Si irois grandeurs ou quantiles coexistent et varienl 
simultanement, le rapport differenliel de la premiire d la seconde, mul- 
tipUd par h rapport differenliel de la seconde d la troisiime^ donnera 
pour produit le rapport differenliel de la premiere d la troisieme. 

On d^montrerait de la meme mani^re le theoreme que nous allons 
^noncer : 

iBEORfeME IX. — Si plusieurs grandeurs ou quantitds coexistent et 
varient simullandment, le rapport differenliel de la premiire d la derniire 
sera le produit des rapports diffirentiek de la premiire d la seconde^ de 
la seconde d la troisiime, de la troisieme d la quatriime, . . . , enjin de 
V avant-derniire d la derniere. 

Le theoreme Till entraine evidemment le suivant : 

TnEORtHE X. — Lorsque trois grandeurs coexistent et varient simvdta- 
nkment^ si Von dime le rapport diffirentiel de la premiire d la troisiime 
par le rapport differenliel de la seconde d la iroisiime, on obtiendra pour 
quotient le raoport diffirentiel de la premiire d la seconde. 

Nota. — En vertu des th^oremes II et III, si le rapport de la pre- 
miere grandeur a la seconde est constant, ce rapport constant sera en 
meme temps leur rapport difTOrentiel ; et reciproquement, si Ic rapport 
differenliel de la premiere grandeur a la seconde est constant, ce 
rapport differenliel constant sera le rapport des grandeurs elles-m6mes. 
Cela pos6, il est clair que le theordme X entraine encore les deux 
propositions suivantes : 

TnitOR&ME XI. — Supposons que deux grandeurs ou quandtis coexis- 
tantes A et B soient entre dies, tandis queUes varienl, dans un rapport 
constant f*, les rapports diffirentiek uet^de ces deux grandeurs A et B 
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a une troisiime grandeur ou quantile coexistanle C seront entre eux 
dans le mime rapport constant ; en d'aiitres termes, V equation 

( 6 ) 

entrainera la suivante 

(7) a = /xo. 

TheorMe XII. — Reciproquement, si les rapports differentiek a, 5 de 
deux grandeurs ou quantitis coexistantes A et B, successivement com- 
parees a une troisiime grandeur ou quantitS C, sont entre eux dans un 
rapport constant [jt,, ce rapport constant sera aussi celui de A a B; en 
d^autres termes^ I’equaiion (7) entrainera toujours I’equation (6). 

Corollaire. — En supposant dans le th6orfeme XII le nombre p, r^duit 
k runit6, on obtient la proposition suivante : 

TnilORkAiE XIII. — Si les rapports diffirentieU de deux grandeurs ou 
quantitds A et B, successivement comparees a une troisiime grandeur 
ou quantiti C, sont igaux, les grandeurs ou quantites A, B seront igales 
entre eUes. 

Gonsid^rons maintenant la somme de plusieurs grandeurs ou 
quantitds coexistantes 

A, B, C, .... 

Nommons S cette somme, et 

c, . . . , s 

les 6I6ments correspondants des grandeurs ou quantitds 

A, R, G, . . . , 

Enfin comparons celles-ci k une nouvelle grandeur ou quantile AT, 
dont I’el^ment soit i. On aura non seulement 


( 8 ) 


S — A ^ B C . . . , 
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mais aussi 

( 9 ) s = a-^b + c+.... 

et par suite 



Or, si Ton conceit que, daus cette derniere Equation, les 6l6ments 

CL^ Sf A 

deviennent infiniment petits, on obtiendra, en passant aux limites, 
la proposition suivante : 

Theor6me XIV. — Si I’ori calcule non seuhment les rapports diffe- 
rentiels 

a, S, y, ... 

de plusieurs grandeurs ou quanxiUs coeadstantes 

d, B, Ct •••» 

mais aussi le rapport differeroiel ^ de la somme 


d une nouvelle grandeur ou quanlUi K, le dernier rapport ou le 
rapport differentiel de la somme A-f-^ + C-4-... d K, sera en mime 
temps la somme des autres rapports diffirenUels ; en sorte quon aura 

( 11 ) S = « + 6-4-y+.... 

Supposons ^ present que, dans la somme S, les grandeurs ou 
quantitSs 

A , B^ ... 


SB trouvent respectivement multipli^es par des facteurs constants 

.... 

En d’autres termes, supposons que la grandeur ou quantity 5 repre- 
sents une fonction lin^aire des grandeurs ou quantites 

d, B, C, .... 
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d^terminee par la formule 

( 12 ) S = 1 A + fiB + vC -h. . .. 

Si Ton nomine toujours 

^5 Cf ■ ■ • 1 s 

les elements des grandeurs 

A, B, C, S, 

et si Ton compare encore ces diverses grandeurs ou quantites k une 
nouvelle grandeur ou quantite K, dont I’el^ment soil k, on trouvera, 
eu ^gard a la formule (12), non seulement 

(1 3 ) + VC -H. . 
mais aussi 

/ / s s - a b c 

^ ^ /c •••> 

puis, en supposant que, dans cette dernikre equation, les elements 

a, 6, c, . . . , Sy k 

s’approchent indkfiniment de la limite zero, on se trouvera conduit 
k'la proposition suivante : 

TatORtaiE XV. — Si I’on calcule, non seulement les rapports diffi- 
rentiek 

a, 6 , y, 

de pbisieurs grandeurs ou quantitds coexistantes 

A, B, C, 

mats aussi le rapport diffkrentiel q d'une autre grandeur ou quantitd 

reprisentie par une fonction liniaire des premiires a une nouvelle gran- 
deur ou quaniitd coexistante AT, le dernier rapport ? sera exprime en 

OtEmret de C. — S. U, t. XII. 3o 
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fonction linicdre de tons les autres, toid comme S s exprime en fonction 
Uniaire de A, B,C, ...;en sorle quon aura 

(i5) S = + fjtS 4- vy 4- 

II est bon d’observer que, dans le th^oreme XV, les coefficients 

A, f*, y, ... 

peuvent ^tre ou positifs ou negatifs. Si, pour fixer les id6es, on 
supposait 

?. = I, V = 0, ..., 

le th^orbme XVI pourrait etre enonc6 comme il suit : 


Th^;or6me XVI. — Si Von calcide, non sevdement les rapports diffe- 
rentiels 


de deux grandeurs ou quantilis coexistantes 

A, B,. 

muis aussi le rapport diffirenUel de leur difference 

(16) S = A-B 

a une nouvelle grandeur ou quantile coexistante K, le dernier rapport 
ou le rapport differentiel de la difference A — B a K, sera en mime temps 
la difference des deux autres rapports diffirentiels oc, S, en sorle qiVon 
aura 

(17) s = «-S. 

Observons aussi que le rapport differentiel, d6sign6 par ? dans le 
theoreme XII, s’evanouira toujours avec la somme S, et que rScipro- 
quement, en vertu du th6orfeme IV, cette somme s’6vanouira toujours 
avec le rapport differentiel c. Done I’equation 


(18) 


2/^4- pB 4-yC 4-. . .= 0 
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entrainera toujours la formula 


(19) +iaL6-|-v-/ = o, 

et reciproquement cette formula entrainera toujours I’equation (18). 
On peut done enoncer encore la proposition suivante : 

XHEORiaiE XVII. — Si plusieurs grandeurs ou quantites coexistantes 
sont Uies entre elks par une dquation lindaire quelconque, la mSme 
dqxmtion Uneaire existera entre les rapports diffdrentiels de ces grandeurs 
ou quantitds d. une autre; et rdciproquement, si ces coefficients diffi- 
rentiels sont lies entre eux par une equation Uneaire^ la mdme iquation 
Uneaire existera entre les grandeurs donnies. 

Remarquons encore que les formulas (8), (12), (16), et les for- 
mules (ii), (i 5 ), (17) sont, tout comme les formulas (18) et (19), 
des Equations lineaires qui lient entre elles, d’une part les grandeurs 
ou quantites coexistantes 

^ 4 , Cy ... et 

d’autre part les rapports diff6rentiels 

1%, §, y, et 5 

des grandeurs ou quantites dont il s’agit a une nouvelle grandeur ou 
quantite K. Par suite on pourra remonter de la formule (ii), (i 5 ) 
ou (17) a la formule (8), (12) ou (16), tout comme on remonte de la 
formule (19) k la formule (18). Done aux th6oremes XIV, XV, XVI 
on pourra joindre les theorkmes inverses qui sont compris, comme 
eux, dans le th6orkme XVII, et que nous allons 6noncer. 

Tai^ORkHE XVIII. — Soient 

^ 

plusieurs grandeurs ou quantitis coexistantes, et 

a, 6, y, ..., s 
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les rapports differentiek de ces mimes grandeurs ou quantitis comparies 
d une nouveUe grandeur ou quantiti coexistante K. Si le rapport diffi- 
rentiel q est la somme de tons les auXres a, S, y, la grandeur ou 
quantiti S sera pareillement la somme des grandeurs ou quantitis 
A, B, C, Bn d’autres termes, ['equation 

S = a-t-S + 7+ '- - 

entrainera [’equation 

S — A "1“ B C .... 

Thi^oreme XIX. — Les mimes choses ilant posees que dans le thiorirrve 
precedent^ si le rapport differendel q s’exprime en fonction liniaire de 
tons les aulres, la grandeur ou quantiti S s'exprimera de la mime 
maniere en fonction liniaire des quantitis A, B, C, .... En d’autres 
termeSf la formule 

S = Xot + (tS + vy + . . , 

entrainera la suivante 

S — 'KA P'B V C “j" .... 

TH^;oR^;ME XX. — Soient 

A, B, S 

trois grandeurs ou quantitis coexistantes^ et 

a, S 

les rapports differentiek de ces mimes grandeurs ou quantitis^ comparies 
d une grandeur ou quantiti coexistante K. Si le rapport dijffireniiel q est 
la difference des deux autres a et S, la grandeur ou quantiti S sera 
pareillement la dijfirence des grandeurs ou quantitis A et B. En d’autres 
termes, Liquation 

s — a — S 

entrainera Liquation 

S=A —B. 

Lorsque deux grandeurs ou quantitis coexistantes se r4duisent 
A une variable xeik une fonction y de cette variable, le rapport diffe- 
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rentiel de la fonction a la variable est pr^cisement ce qu’on nomme la 
denvie de la fonction ou le coefficient diffirentiel. 

Lorsque deux grandeurs ou quantites coexistantes se r^duisent au 
produit de n variables x , et h une fonction 9 de ces variables, 
le rapport differentiel de la fonction <p au produit xyz... est pr6ci- 
s 4 ment ce qu’on nomme la ddricde de I’ordre n de la fonction 9, prise 
par rapport a toutes ces variables. 

D’ailleurs, pour que la variable x ou le produit xyz . . et la fonc- 
tion 9 de ^ ou de x,y, s, repr6sentent deux grandeurs coexis- 
tantes, il suffit que la fonction 9 s’evanouisse avec la variable x, 
ou avec les variables x,y, z, 

Nous terminerons ce paragraphs en donnant la solution d'un pro- 
blbme dont nous ferons plus tard de nombreuses applications. 

PKOBLtME. — Soit K une grandeur toujours positive, dont cheque 
iUmenX varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs variables 
independanies ; et supposons que, pour cheque systiim de vakurs attri- 
budes d ces variables, le rapport diffdrentiel p d'une seconde grandeur 
ou quantitd S d la prerrdire, ait une valeur connue et determinde, qid 
varie avec elle par degree insensibles. On demande une mhkode qui 
puisse servir d calculer la grandeur S, avec un degrd d' approximation 
aussi grand que Von voudra. 

Solution. — En vertu du theorfeme V, le rapport 

£ 

K 

sera, dans I’hypothfese admise.une desvaleurs du rapport differentiel p 
correspondantes k la grandeur K. On aura done, pour Tune de ces 
valeurs de p, 

s 

J-p, 

ou, ce qui revient au mfime, 

( 20 ) S = pK. 
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Pareillementjsi Ton nomme k un element de K, et.9reIementcorre8pon- 
dant de S, Tune des valeurs du rapport differentiel p correspondantes a 
r6l6ment k v6rifiera la formule 

(21) s = p/-. 

Mais, si I’d^ment k decroit ind^finiment dans tons Ics sens, les 
diverses valeurs de p correspondantes a cet element se deduiront les 
unes des autres par des variations de plus en plus petites des variables 
ind^pendantes, et, en cons<iquence, ces diverses valeurs liniront par 
difftrer entre elles de quantites inferieures a tout nombre donn6 s. 
Done alors, en prenant Tune quelconque d’entre elles pour la valeur 
de p qui devra satisfaire a la formule ( 21 ), on commettra sur la valeur 
de s une erreur dont la valeur num6rique ne d^passera pas le pro- 
duit 

tk. 

Cela pose, divisons la grandeur K en 4ldments 

An Aj, • • • , An, 

dont chacun soil assez petit pour que les valeurs correspondantes dep 
different entre elles de quantites inferieures au nombre e. Multiplions 
ensuite chacun de ces elements k par Tune quelconque des valeurs dep 
correspondantes a ce mfime element, et considerons le produit obtenu 
comme repr6sentant une valeur approchee de I’eiement s de la gran- 
deur S, correspondant St I’eiement k de la grandeur K. La somme des 
produits ainsi calcuies, representee par un polynome de la forme 

Pi A'j H- p, p» Aq, 

representera une valeur approchee de S, et en posant 

(22) S =:p, X*i4- pjAjH-, . .-4- pn‘A„, 

on commettra une erreur qui ne pourra d6passer la somme des produits 
de la forme 
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c’est-k-dire le produit 

£ ( ^‘l + A"2 + /'b ) = £ K. 

Done I’6quation ( 22 ), qui fournirait la valour exacte de S, si Ton pou- 
vait choisir convenablement les coefficients 

Pl9 pi-* • • • 1 

fournira seulement une valeur approch6e de S, si Ton prend pour p, 
Tune quelconque des valeurs de p correspondantes a l’el6ment i,, 
pour ps Tune quelconque des valeurs de p correspondantes al’el^ment 
A'i , pour p„ Tune quelconque des valeurs de p correspondantes a 
r^lement Mais, en prenant pour n un nombre suffisamment grand, 
et pour 

des 6l6ments suffisamment petits, on fera decroitre autantqu’onvoudra 
le nombre e, et avec lui la limite eK de I’erreur commise; et, par suite, 
on rendra le degre d’approximation aussi grand qu’on voudra. 

CoroUedre 1. — La formula ( 22 ) fournirait encore une valeur tres 
approeb^e de la somme S, pour de tr^s petites valeurs des 4l^ments 

A'l, A'j, • • . , A'b, 

si Ton prenait pour coefficient de chaque element k, non plus Tune des 
valeurs de p correspondantes a cet element, mais une quantite tres peu 
differente de ces mfimes valeurs, la difference 6tant assujettie a 
decroitre indefiniment avec I’eiement k. En effet, si les coefficients 
designes dans la formula ( 22 ) par 

Pl> p2j » ‘ *1 pn 

sont alteres de telle sorte que, pour des valeurs de 

kn kt, . . . , ka 

suffisamment petites, la variation de chaque coefficient devienne infe- 
rieure k un trks petit nombre e, la valeur de S, determines par la for- 
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mule ( 22 ), se trouvera elle-mfime alter^e, mais de maniere que sa 
variation soil inferieure au produit 

£ ( A'l -t- A"j + . . . + /.‘ji ) sK.. 

Or cette derni^re variation deviendra evidemment trfes petite quand le 
nombre e sera lui-meme tr^s petit. 

CoroUaire II. — La formule ( 22 ) fournirait encore une valeur tr6s 
approchee de la grandeur S pour de tres petites valeurs des elements 

^I) ^11 •••) 

si, dans le calcul de celte somme, on faisait abstraction de quelques- 
uns des elements dont il s’agit, pourvu que la somme des 6l6ments 
omis s’approchat ind6finiment de zero par des valeurs croissantes du 
nombre n. En effet, nommons 

A-', k", ... 

les ^I^ments omis et x leur somme. La somme des termes dans la 
valeur de S fournie par I’^quation ( 22 ) sera de la forme 

p'A'+p"A"+..., 

et pourra 4tre repr6sentee par le produit 

(A-'-h r +. . .)M(P', p', . . .} = xM(p', p^ . . .). 

Or ce produit d^croitra ind^finiment pour des valeurs d6croissantes du 
facteur x, ou, ce qui revient au meme, pour des valeurs croissantes du 
nombre n. 

CoroUaire III. — D’apres ce qui a 6t6 dit dans les corollaires pr6c6- 
dents, on peut 6noncer la proposition suivante : 

TflitOR^E XXI. — 6tant donnie une grandeur ]Ltoiy ours positive^ dont 
ckaque elanerU varie dans un oic p/usieurs sens, avec une ou plusieurs 
variables independantes, si, pour chaque sysUme de valeurs attributes a 
ces variables, le rapport diffirentiel p d’une seconde grandeur ou quan- 
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tili S> a la prendire, obdenl um valeur determinde qui varie avec elles 
par degrds insensibles, alors, pour calculer S avec un degre d'approxi- 
madon aussi grand que Von voudra, on pourra se conienter de partager 
la grandeur positive K en dUments sufftsammero, petits 

puis de recourir a la formule 

( 2 a) S = piX'| + pjAs-h. . . + p*/’,,, 

dans laqueUe chaque dldm&nt k aura pour coefficient ou Vune des valeurs 
de p correspondantes a cet element, ou du moins une quandld tris peu 
diffdrente de Vune de ces valeurs, la diffdrence dlant assujettie'a dicroitre 
inddfijument avec VdtdmerU k, Ajoutons que, dans le calcui de la gran- 
deur S, on pourra faire abstraction de quelques-uns des dldments 

ku k%, .... kn, 

pourvu que la somme x des dlements omis ddcroisse inddffniment 
Corolkdre 1. — Si tous les elements 

k\, A*. .... An, 

OU du moins ceux dont on ne fait pas abstraction, deviennent 6gaux, 
en d^signant par k leur valeur commune, on aura 



ou du moins 

A = i(K-x), 

X designant la somme des elements omis; et, par suite, la formule (22) 
donnera 

(23) S = pK, 

OU du moins 

(24) S = p(K — *) = pK — px, 

CEwres de C. — S. II, t. XII. 
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la valeur de p etant celle que determine {’equation 

(25) p = — (p, + Ps4-. . . 4- Prt). 

Or, en vertu de I’equation (aS), la valeur de p sera la somme des rap- 
ports difTerentiels 

Plj • • • 1 Prti 

divis6e par leur nombre, ou ce qu’on nomme la moyenne arithmetique 
entre ces rapports. Elle sera done inferieure au plus grand de ces rap- 
ports, et si X decroit ind^finiment pour des valeurs croissantes de re, 
on pourra en dire autant du produit px. Done alors, pour de grandes 
valeurs dere, la formule(24) sereduirasensiblementa la formula (aS). 
On pent done enoncer eneore la proposition suivante : 

TneoRfiME XXII. — Les mimes choses etant posies que dans le thio- 
reme XXI, pour obtenir S avec un degre d’ approximation aussi grand 
que Von voudra, on pourra se contenter de partager la grandeur K en 
ilemenis suffisamment petits^ qui soient tous 4gaux entre eua?, a V excep- 
tion de quelques-uns dont la somme x ddcroisse indejirument, tandis que 
le nombre total n des dliments igaux devientde plus en plus considirabk, 
puis de caleukr re valeurs 

pl? Pi? * • • ? pn 

« 

du rapport differentiel p, qui correspondent respectivementauxn ilimenls 
egaux, ou qui du moins diffirent tris peu de re valeurs respectivement 
correspondanies d ces mimes iliments, les differences dtant assujetties a 

decroitre inddfiniment avec et enfin de multiplier la grandeur K par la 

moyenne arithmdtique entre les quantilds 

Pl" pi? • • • ? P«- 

Pour montrer une application des iheorfemes XXI ou XXII, consid6- 
rons une droite mat6rielle dont la longueur soit d6sign6e par H, et sur 
laquelle on ait concentre une certaine masse M. Soit d’ailleurs p le 
rapport diflF^rentiel de M & H, ou, en d’autres termes, la densite de la 
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droite materlelle pour le point P dont Tabscisse est n, et supposons 
que la density p, etant fonction continue de cette abscisse, varie en 
consequence avec elle par degree insensibles. Les quantites d^signies 
par 

pii • • • » pTH 

dans lesformules ( 22 ) et ( 2 $), devront repr§senter rigoureusement, 
ou a tr^s peu pr6s, les valeurs de la density correspondantes k divers 
points 

P„ P„ P„, 

respectivement situ6s sur des Elements 6gaux ou in^gaux, mais tou- 
jours tr^s petits, de la longueur H. Cela pose, le theoreme XXI entrai- 
nera ^videmment la proposition suivante : 

H etemt la longueur d’une droite matirielle sur laquelle se trouve 
concentrie une certaine masse M, si la densiti p de cette droite est connue 
et determinie en chaque point V de la longueur et varie avec la position 
du point P par degres insensibles^ alors^ pour ohtenir la valeur de la 
masse M avec un degr6 d'" approximation aussi grand que Von voudra^ on 
pourra se contenter de partager la longueur H en elements suffisamment 
petits 

h-it • • • j l^n* 

puis de recourir a la formule 

M = pi/Zi-f- - 4 - Pn/Zn, 

dans laquelle chaque element h aura pour coefficient ou la densite cor- 
respondante d Vun quelconque des points de cet element^ ou une quantite 
tres peu differente de cette densiti^ la difference etant assufettie d decrottre 
indifinimem avec Vilement lux-mime. Ajoutons que dans le calcul de la 
masse M on pourra faire abstraction de quelques-uns des elements 

llty ••■9 

pourvu que la somme x des Elements omis decroisse indefiniment avec * . 
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Si les elements de la longueur H, ou du moins ceux de ces elements 
que Ton n’omet pas, deviennent egaux entre eux, on pourrafaire coin- 
cider 

Pli p2i * • * 1 Prt 

avec les valeurs de la density correspondantes aux points 

Pti Pj’ • • • i Pm 

qui representent les origines ou les extr6mites des dements 6gaux, 
c’est-a-dire k des points 6quidistants, mais triss rapproches les uns des 
autres, et situ^s sur la longueur H. D’ailleurs si, entre les extr6init6s 
de la longueur H, on place des points 6quidistants, cette ligne pourra 
6tre par ce moyen divisee en Elements qui soient tous6gaux entre eux, 
ou tous 6gaux k I’exception des deux extremes, et qui pourront etre 
supposes inf6rieurs aux autres; et comme, dans cette dernikre suppo- 
sition, les Slkments exfr^mes pourront etre evidemment omis, leur 
somme 6tant trks petite aussi bien que chacun d’eux, il est clair que 
le thkoreme XKII entrainera la proposition suivante : 

H dtant la longueur d'une droite materieUe sur laqueUe se trowe 
concentree une certaine masse M, si la densite p de cette droite est connue 
et detemunee en chaque point Vde la longuewYL, et varie aoec la position 
du point P par degris inseiuibles, pour ohtenir la rnmse M avec un degri 
d’ approsdmaJtvon aussi grand que Von voudra, il suffira de partager la 
longueur H par des points dquidUtOJits en kUments qui soient tous igaux 
entre eux, ou mime tous dgaux a Veaxeption des dldments extrimes que 
Von pourra supposer infdrieurs aux autres, puis de multiplier la lon- 
gueur H par la moyenne arithmdtique entre les valeurs de la densitd 
coirespondant& aux origines ou aux extrdmitds des dldments dgaux. 

Les thdorbmes XXI etXXII s’appliqueraient encore immkdiatement k 
la determination des masses concentrees sur des lignes courbes ou sur 
des surfaces planes ou courbes, ou meme des masses comprises sous 
des volumes donn6s. Cette determination se trouverait ainsi ramenee 
a celle des longueurs, des surfaces et des volumes. 
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11. — Sur les grandeurs proper tionnelles. 

Deux grandeurs coexistantes, qui varient proportionnellementrune 
a I’autre, c’est-a-dire dans un rapport constant, sont dites proportion- 
neUes. 

En vertu des theor^mes II et III du premier paragraphe, non seule- 
ment le rapport differentiel de deuoo grandeurs proportionneUes rune d 
r autre coincide avec le rapport constant de ces mimes grandeurs, mais de 
pl US , «’ & rapport differentiel de deuse grandeurs coexistantes est un rap- 
port constant, ces deux grandeurs seront proportionneUes I'une a V autre. 
D’ailleurs le rapport differentiel de deux grandeurs donnees A. et B 
est certain ement un rapport constant, lorsque k deux elements Agaux 
de Tune correspondent toujours des elements egaux de I’autre. En 
effet, soient 

a, a' 

deux valeurs du rapport differentiel de A et B, propres k representer : 
I® la limite du rapport de deux elements correspondants 

a et b; 

2° la limite du rapport de deux autres elements correspondants 

a' el b'. 

Si requation 

entraine toujours la suivante 

a'— a, 

quelque petite que soit la valeur numerique de b, on en conclura 

a' a 

V~V 

a!— a. 


puis, en passant aux limites, 
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On peut done 6noncer le th6oreme suivant : 

Theor^me I. — Deux grandeurs eoexistantes sont certainement pro- 
portionnelles I’une d I’autre, lorsqu d des dlements egaux de I’une 
correspondent des elements dgaux de I’ autre. 

En s’appuyant sur ce theoreme, on peutais6mentreconnaitrelapro- 
portionnalite d’une multitude de grandeurs diverses. Donnons ce 
sujet quelques exemples. 

On sail que la projection orihogonale d’un point sur un axe est le 
nouveau point od cet axe se trouve rencontre par une droite ou un plan 
perpendiculaire i I’axe, et qui renferme le point donn6. On sait encore 
que la projection orthogonale d’une longueur, ou d’une surface, ou 
d’un volume sur un axe, est la portion de I’axe sur laquelle tombent 
les projections de tous les points renferm^s dans cette longueur, cette 
surface ou ce volume. D’autre part il est ais§ de s’assurer qu’une lon- 
gueur mesur^e, entre deux droites parallfeles, ou entre deux plans 
paralleles dont la distance est donn^e, sur une nouvelle droite, depend 
uniquement de Tangle form^ par cette droite avec les deux premieres 
ou avec les deux plans, ou bien encore, avec un axe qui leur serait 
perpendiculaire. Done, par suite, une longueur rectiligne se trouvera 
toujours partagee en 6l6ments Agaux en m^me temps que sa projection 
sur un axe avec lequel elle formera un angle donne. Done, en vertu du 
theorfeme I, on pourra 6noncer la proposition suivante : 

Tb^or^e II. — Une longueur mesurie sur une droite est toujours 
propordonnelle a sa projection orthogonale sur un axe qui forme avec 
ceUe droite un angle donne, 

Nota. — Si Taxe et la droite donn6e ne se rencontraient pas. Tangle 
form6 par cette droite avec Taxe sera Tangle qu’elle forme avec un axe 
parallele men^ par Tune de ses extr^mites. 

CoroUaire. — Les angles d’un triangle ne variant pas lorsque la base 
se d4place parall^lement a elle-m^me ; et, dans cette hypoth^se, les 
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deux autres c6t6s ferment toujours le mfeme angle avec I’axe men4. par 
le sommet perpendiculairement k la base, e’est-k-dire avec I’axe sur 
lequel se mesure la hauteur du triangle; done ils restent proportion- 
nels a cette hauteur qui reprksente leur projection commune sur I’axe 
dont il s’agit; done, par suite, ces deux cotes restent proportionnels 
Tun a I’autre. D’ailleurs des triangles qui ofFrent des angles egaux 
peuvent toujours 4tre superposes en partie Tun a I’autre, de manikre 
a presenter un sommet et un angle communs avec des bases parall^les 
opposees a ee sommet. Done le th6oreme II entraine encore la propo- 
sition suivante : 

TuSoatME III. — Si, dans un triangle, Us cdtes varient sans Us angles, 
ces cdtes resteront proportionnels Vun a V autre. 

Observons k present que, si la base d’un triangle commence par se 
deplacer en restant parallele a elle-m^me, puis tourne ensuite autour 
de Tune de ses extr6mit6s, le rapport des deux autres c6t6s commen- 
cera par demeurer constant, puis ensuite variera, tandis que. Tun de 
ces edt^s restant invariable, I’autre changera de longueur. Done, si la 
base se deplace, en cessant d’etre paral Idle a elle-meme, le rapport des 
deux autres cdtds variera toujours. Or cette remarque entraine evidem- 
ment la proposition suivante : 

TaSoRfiME IV. — Si la base d’un triangU se deplace, de maniire que 
Us deux autres cdtes restent proportionnels I’un d V autre, cette base 
restera ideessairement parallile a elU-mdme. 

Du thdoreme III, joint au thdorkme jIV, on ddduit encore immddia- 
tement celui que nous allons enoncer:' 

TafeORiaiE V. — Deux rayons vecteurs etant mends d’un centre fixe d 
deux points mobiles, si ces deux rayons varient dans U rrUme rapport, 
sans changer de directions, la distance des deux points mobiles variera 
dans ce mime rapport, en restant paralliU a eUe-mdme. 

Considerons maintenant un svstbme auelconaue de noints ou de 
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figures donn6 dans un plan ou dans I’espace; et d’un centre fixe, arbi- 
trairement choisi, menons des rayons vecteurs k tous les points du sys- 
teme. Si ces rayons vecteurs varient simultan^nient dans un rapport 
donne, on obtiendra un nouveau systeme de points quicorrespondront 
respectivement aux points du premier; et les deux systemes seront 
pr6cisement ce qu’on appelle deux systfemes semblahles, le centre fixe 
6tant ce qu’on nomme centre de similitude, D’ailleurs, en vertu du 
th6oreme V, non seulement la droite qui joindra deux points du nou- 
veau systeme sera parallele a la droite qui joindra les points corres- 
pondanls du premier; mais de plus les longueurs de ces deux droites 
seront entre elles dans le rapport donn6 de deux rayons vecteurs cor- 
respondants. En consequence, si Ton nomme points homologues les 
points correspondents, {^^roz^&^Aomo/o^^/erles droites qui joignent, dans 
les deux systemes, les points homologues, et angles homologues les 
angles formas de part et d’autre par des droites homologues, on pourra 
4noncer la proposition suivante : 

TsitORtME VI. — Lorsque deux systimes de points sont semhlables entre 
eux, les angles homologues sont igaux dans ces deux systimes, et les 
droites homologues proportionnelles. 

CorolUdre I. — Sitant donn6s trois points situes dans le premier sys- 
teme sur une m6rae droite, les trois points homologues seront situ6s 
dans le second systeme sur une seconde droite homologue k la pre- 
miere. 

CoroUaire II. — fitant donn6 un triangle quelconque forme avec trois 
points du premier systeme, le triangle semblable, forme avec les trois 
points correspondants du second systeme, olfrira les memes angles 
avec des cotes homologues proportionnels. 

CoroUaire III. — fitant donnas quatre points dans le premier systeme, 
si les trois droites, menees du quatrieme point aux trois autres, sont 
perpendiculaires k un rnkme axe, c’est-k-dire situees dans un meme 
plan, les trois droites homologues sont perpendiculaires k un axe 
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liomologue, c’est-k-dire situees dans un second plan. Done si un plan 
renferme divers points ou diverses figures qui appartiennent au pre- 
mier systeme, un autre plan renfermera les points correspondants ou 
les figures correspondantes du second systeme, et si une courbe donnee 
est plane, la courbe semblable sera encore une courbe plane. 

CorollairelV. — j^tant donnee une pyramids triangulaire formee avec 
quatre points du premier systfeme, la pyramids semblable formee avec 
les quatre points correspondants du second systeme, aura pour faces 
des triangles somblables a ceux qui limitent la premiere pyramids et 
disposes dans le meme ordre. 

CoroUaire V. — Si deux droites sont 4gales dans le premier systfeme, 
les droites homologues seront 4gales dans le second systeme. Par suite, 
si un point est le milieu d’une droite ou le centre d’une figure ou d’une 
courbe plane dans le premier systeme, le point homologue dans le 
second systeme sera le milieu d’une droite homologue, ou le centre 
d’une figure semblable. Par suite encore, si une courbe plane ou une 
surface courbe offre un centre, et si les diam^tres men^s par ce centre 
sont 6gaux, la courbe semblable ou la surface semblable jouira des 
memes propriet^s. En d’autres termes, une courbe semblable k une 
circonference de cercle est une autre circonference de cercle, et une 
surface courbe semblable k la surface d’une sphere est one autre sur- 
face de sphfere. 

Le rapport suivant lequel variant les diverses longueurs rectilignes, 
lorsqu’on passe d’un systfeme de points ou de figures a un systeme sem- 
blable, d^ermine ce qu’on nomme VdeheUe du second systeme com- 
par6 au premier. Ce rapport pourra d’ailleurs 6tre inf6rieur ou supe- 
rieur a l’unit6, suivant que les dimensions du nouveau systeme seront 
inf^rieures ou sup6rieures k celles du premier. Ainsi, par example, ce 
rapport serait si le nouveau systeme etait construit sur une echelle 
d’un decimetre pour un metre et, au contraire, le m6me rapport 
serait lo, si le nouveau systeme 4tait construit sur une Echelle d’un 
d^cam^tre pour un mfetre. 

OEuvres de C. — S. II, t. XII. 
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II est bon d’observer que divers systfemes de points semblables k un 
syst^nie donn6 peuvent etre construils sur une tnetne 4ch.eIIe, a 1 aide 
de divers centres de similitude, etapres divers d^placemenls du pre- 
mier systfinie dans I’espace. Mais, en vertu du th6or6nae VI, lorsque 
deux systemes semblables k un troisi^me seront construits sur une 
mSme 6chelle, les droites homologues dans ces deux systemes seront 
^gales. Done les triangles semblables formes avec les droites homo- 
logues se reduiront a des triangles 4gaux. Pareillement les pyramides 
triangulaires semblables, form6es avec des aretes homologues, se r6dui- 
rontk des pyramides 4gales, et non k des pyramides sym6triques, 
puisque lea faces correspondantes seront, pour les deux systemes, dis- 
pos4es dans le meme ordre [ th6orfeme V, corollaire II]. Or, concevons 
que Ton superpose Tun k Tautre deux triangles egaux qui aient pour 
sommets respeetifs trois points du premier systfeme et trois points 
homologues du second. II est clair qu’k un autre point quelconque du 
premier systfeme se trouvera superpose le point homologue du second 
systfeme, ces deux points pouvant etre coQsiderfes comme les sommets 
de pyramides fegales qui auraient pour bases les deux triangles fegaux 
dont il s’agit. Ces conclusions s’etendent fevidemment au cas mfeme oh 
chacun des nouveaux points se trouverait situfe dans le plan du 
triangle correspondent et oh, par suite, chacune des pyramides se 
transformerait en un quadrilatfere plan. On pent done fenoncer la pro- 
position suivante : 

ThSor6me VII. — Deux systemes de points, semblables d un troisiSme 
et construits sur la mime echeUe, pourront itre superposis I’un d V autre. 

Ajoutons que, pouropferer la superposition, il suffit de deplacer Tun 
des deux systfemes, de manifere a faire coincider trois points du premier 
systfeme non situfes en ligne droite avec les trois points homologues 
ou correspondents du second systfeme. 

Jusqu’k present les grandeurs proportionnelles que nous avons con- 
sidferfees fetaient des lignes, par consfequent des grandeurs de mfeme 
espfece. Nous allons maintenant appliquer le thfeorfeme I k des gran- 
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deurs proportionnelles d’espfeces diverses que nous passerons rapidc- 
ment en revue. 

II est aise de s’assurer que, dans un cercle donn6, a deux arcsegaux 
correspondent toujours des angles au centre egaux. Done le th6o- 
r^me I entraine la proposition suivante : 

Tn^ORtiME VIII , — Dans un cercle donni, un arc variable mesure siir 
la circonfdrence et I' angle au centre correspondant sont deux grandeurs 
proportionnelles. 

II est encore facile de s’assurer que deux parallelogrammes, ou deux 
prismes, ou deux cylindres eonstruits sur la meme base, sont super- 
posables, et par consequent egaux en surface ou en valeur, quand ils 
offrent des hauteurs egales. Done le theoreme I entraine encore les 
propositions suivantes : 

TaeoRfeME IX. — Un paraUSlogramme construit sur une base donnee 
offre une surface proportionnelle d sa hauteur. 

TneoResiE X. — Un prisme ou un eylindre construit sur une base 
donnee offre un volume proportionnel d sa hauteur. 

Si un paralieiogramme se reduit k un rectangle, alorsdes deux cotes 
qui aboutiront a un meme sommet, et qui mesureront les deux dimen- 
sions de ce rectangle, I’un quelconque poiirra etre pris pour base, 
I’autre pour hauteur. 

Pareillement, si un prisme se rdduit a un parallel^pipede rectangle, 
alors des trois cdtes qui aboutiront k un mdme sommet, et qui mesu- 
reront les trois dimensions de ce parallelepipede, Tun quelconque 
pourra etre pris pour hauteur. 

On pent done encore 4noncer les propositions suivantes : 

Th6or6iie XI. — La surface d’un paraltilogramme rectangle est pro- 
pordonnelle d I’un et d I' autre des deux cdtis qui aboutissent d un mime 
sommet. 
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Theor£meXII. — La surface d’un paralldUpipMe rectangle est propor- 
tionnelk a chacun des trois cdtds qui aboutissent d un mime sommet. 

On nomine corps homogene un corps dont toutes les parties sont de 
m4iae nature, et qui par consequent offre partout, sousle meme volume, 
la meme masse et le meme poids. Pareillement, une surface mate- 
rielle ou une ligne materielle, c’est-a-dire une surface ou une ligne sur 
laquelle une certaine masse se trouve concentree, est appelee homo- 
gene, lorsque des portions egales de la masse ont ete concentrees sur 
des portions egales de la surface ou de la ligne. Cela pose, comme des 
portions egales de masse offrent toujours des poids egaux, il est clai’r 
que le theoreme I entraine encore les propositions suivantes : 

La masse et le poids d'un coips homogene sont propordonnels a son 
volume. 

La masse et le poids d'une surface matirieUe homogene, ou d'une 
ligne materielle homogine, sont proportionnels d I’aire de cette surface 
oudla longueur de cette ligne. 

On appelle mouvement uniforme un mouvement rectiligne dans 
lequel un point mobile parcourt des espaces egaux en temps egaux, et 
mouvement uniformement acceiere un mouvement rectiligne dans 
lequel la vitesse croit de quantit6s egales en temps egaux. Done, en 
vertu du theoreme I, on pourra encore enoncer les propositions sui- 
vantes : 

Un point mobile, doue d’un mouvement uniforme, parcourt dans un 
temps donne un espace proportionnel a ce temps. 

Un point mobile, dont le mouvement est unif ormiment varii, acquiert 
dans un temps donne une vitesse proportionnelle d ce temps. 

Lorsqu’un liquide pesant presse une surface plane horizontale, des 
portions 6gales de la surface supportent la meme pression. 

Done, en vertu du theoreme I, la pression supportie par une surf case 
plane et honzoittale dans un liquide pesant est proportionnelle d Voire 
de cette surface. 
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Les grandeurs proportionnelles jouissent de proprietes diverses 
parmi lesquelles on doit remarquer celles que nous allons rappeler en 
peu de mots. 

Lorsqu’unft grandeur K est proportionnelle a une seule variable a:, 
le rapport 

K 

est constant; et par suite, si Ton nomme DC la valeur particulibre de K 
qui correspond a a: = i, on aura 

X I 

(i) K = »Ca:. 

Supposons maintenant que la grandeur E depende de deux variables 

x, y, et soit proportionnelle b chacune d’elles. Alors, si Ton nomme DC 
la valeur de K correspondante k 

x = t, J = I, 

et DC, la valeur que regoit K lorsque, x restant variable, on pose seule 
ment 

r = i, 

on aura, en vertu de la formule (i), 

aC, = DCx, K=DC^/, 

par consequent 

(a) K = DCay. 

Supposons encore que la grandeur K depende de trois variables x, 

y, s, et soit proportionnelle k chacune d’elles. Alors, si I’on nomme 

DC on ;)C, ou DC„ 

la valeur particulibre que prend la grandeur E lorsqu’on reduit a 
I’unite les trois variables x,y, s, ou seulement les deux variables 7, s, 
ou enfin la seule variable 5, on aura, en vertu de la formule (i). 


X,= DCar, 


DC,= Dt,y, 


K = DC'», 
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par consequent 

(3) K = Xa;ys. 

Supposons enfin que la grandeur K d^pende de n variables di- 
verses 

j‘, y, z, £ 

et soit proportionnelle a chacune d’elles. Nommons d’ailleurs at la 
valeur particuliere que re^oit la grandeur K quand on suppose toutes 
les valeurs reduites a I’unite. Pour passer de cette hypolhese au cas 
general, en faisant varier successivement se, puis/, puis s, . . . , puis£, 
il suffira, en vertu de la formula (i), de multiplier successivement DC 
par®, puis le produit obtenu par/, puis le nouveau produit par s, ..., 
et enfin I’avant-dernier produit par £. On aura done definitivement 

(4) K = 
ou, ce qui revient au meme. 



Or, en vertu de la formule (4), le rapport de K au produit xys...i 
sera constant, ou, en d’autres tenues, la grandeur K sera proportion- 
nelle a ce produit. On pent done 6noneer la proposition, suivante : 

TniORiaiE XIII. — Lorsqu’une grandeur est proportionnelle a plusieurs 
auures, elk est proportionnelk a. kur produit. 

Cela pose, les theor^mes XI et XII entraineront imm6diatement les 
suivants : 

Th£or£me XIV. — La surface d’un paraUelo gramme rectangle est 
proportionnelle au produit deses deux dimensions., e'est-a-dire an produit 
des deux cdtes qui aboutissent d un rrkme sommet. 

THtoRfiHE XV. — La surface d'un parcdlelipipide ret^angk est propor- 
tionnelk au produit de ses trois dimensions, dest-d~diie au produit des 
trots cdte's qui aboutissent d un mime sommet. 
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Lorsque, dans I’^quation (i), la variable x se r6duit a une longueur 
mesuree sur une certaine droite, et la grandeur K a la projection ortho- 
gonale de cette longueur sur un axe qui forme avec la droite un angle 
aigu TT, la quantity 3C repr^sente la projection de I’unit^ de longueur 
sur le m^me axe, et cette projection est pr^cis^ment ce qu’on nomme 
le cosinus de Tangle t. Si Ton trace, dans un plan qui renferme la droite, 
non seulement Taxe dont il s’agit, mais encore un second axe perpen- 
diculaire an premier, la projection orthogonale de Tunite de longueur 
sur le second axe sera ce qu’on nomme le sinus de Tangle t. Le rap- 
port du sinus au cosinus, et le rapport inverse du cosinus au sinus, 
sont la tangente et la cotangente de Tangle t. L’inverse du sinus et Tin- 
verse du cosinus sont la sieante et la cosecanie du m6me angle. Le 
sinus, le cosinus, la tangente, la cotangente, la secante et la cos6cante 
de Tangle t sont les diverses lignes trigonom^triques de Tangle c et 
s’expriment, comme Ton salt, a Taide des notations 

sinr, COST, tangT, colt, s6ct, cos6ct. 


Ces lignes, qui v6rifient les formules 


( 6 ) 


tangT 


SUIT 

COST 


COtT = 


COST 

suit’ 


s6ct= 


I 

cost’ 


cos6ct = 


1 

sidt’ 


peuvent devenir n6gatives, quand Tangle t cesse d’etre aigu (voir 
V Analyse algibrique^ p. 4^5, et les Resumes analytiques, 4® livraison) (*)• 

En vertu de T6quation (i), jointe au th6or6me II du paragraphs I, 
la quantite designee par DC dans l’6quation (i) est tout k la fois le rap- 
port constant et le rapport difif^rentiel de K a a?. De cette remarque, 
jointe aux definitions qui precedent, on deduit imm6diatement la pro- 
position suivante : 

TueoRtME XVI. — Le rapport constant et le rapport diffirentiel de la 
projection orthogonale d'une longueur recUligne sur un axe, a cette 
longueur mime, sont tous deux reprisentds park cosinus de I’angk aigu 
que forirue avec cet axe la droite sur laqueUe la longueur est mesuree. 


(*) OEuvres de Cauchj, a* 86 rie, t. X, p. 99 , el t. HI, p. 353. 
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De la proposition que nous venons d’6noncer, jointe a I’avant- 
(lerniere des formules (6) au theorenie VI du paragraphe I, on d6duit 
encore cet autre theoreine : 

THfiORfeME XVII. — Le rapport constant el le rapport diffkrendel d'une 
longueur rectiiigne a sa projection orthogonale sur un axe, sont tous 
deuxreprisentes par la sicante de V angle aigu que forme avec cet axe la 
droite sur laquelle la longueur est mesur&e. 

La projection ortKogonale d’un point sur un plan n’est autre chose 
que le pied de la perpendiculaire abaissee de ce point sur le plan ; etla 
projection orthogonale d’une ligne, ou d’une surface, ou d’un volume 
sur un plan, est la nouvelle ligne ou la surface sur laquelle tombent 
les projections de tous les points de la ligne donnee, ou de la surface 
donn6e, ou du volume donn6. Ainsi, en particulier, la projection ortho- 
gonale d'une droite sur un plan sera la nouvelle droite qui renfermera 
les projections de tous les points de la premiere, ou, ce qui revient au 
meme, la ligne d’intersection du plan donne avec un plan perpendicu- 
laire, meneparla droite donnee; et si Ton projette sur 'la nouvelle 
droite une longueur mesur^e sur la premiere, la projection obtonue 
sera aussi la projection de la mfeme longueur sur le plan. Enfin Tangle 
forme par une droite avec un plan est pr^cis^ment Tangle que forme 
cette droite avec la projection sur leplan. Celapose, les theorfemesXVI 
et XVIl entrainent ^videmment les suivants : 

Th^oriKme XVIII. — Le rapport constant et le rapport dijfireiwiel de la 
projection d'une longueur rectiiigne sur un plan d cette longueur mime, 
sont tous deux reprksentespar le cosinus de F angle aigu que forme ce plan 
acec la droite sur laqudle la longueur est mesurie. 

Theorize XIX. — Le rapport constant et le rapport diffirentid entre une 
longueur rectiiigne et sa projection orthogonale sur un plan, sont tous 
deux reprisentes par la secante de V angle aigu que forme avec ce plan la 
droite sur laqueUe la longueur est mesurie. 

Lorsque la grandeur K se r6duit a Tunit6 en m6me temps que la 
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variable a?, on a, dans I'^quation (i), 

3C = i, 

et par suite cette Equation donne simplement 

K=x. 

Done alors la grandeur K e( la variable a; se trouventtoujours represen- 
tees par le meme nombre qui sert de mesure a I’une et a I’autre. Alors 
aussi Ton peut dire que I’une des grandeurs est mesuree par I’autre. On 
peut done enoneer la proposition suivante : 

Th^or£me XX. — Deux grandeurs proportionnelles sonl reprhentees par 
le mSme nombre, ou, en d'autres termes, t'line sera mesuree par V autre, 
si ces deux grandeurs, etant de mSme espice, se reduisent sirmdtankmenl 
a r unite, ou si, tune et V autre ^tant despeces dij^irentes, on choisit conve- 
nablement i unite des grandeurs de premiere espice, en prenant pour cette 
unite la grandeur correspondante a Vuniti des grandeurs de seconde 
espice. 

Cela pos6, on deduira imm6diatement du theor^me VIII le suivant : 

TafeORfeME XXI. — Dans un cercle dont le rayon est Punite, un angle au 
cenOe sera represente par le mime nombre que Fare compris entre ses cites, 
si I'on prend pour unili d' angle cehii qui correspond a. Fare dont la lon- 
gueur est le rayon mime. 

Le produit de plusieurs variables x,y,z, . . . , se r^duisant a I’unite 
en mbme temps que ees variables, on d^duit eneore des th^oremes 
XIII et XX la proposition suivante : 

Theor£me XXII. — Une grandeur proportionneUe a plusieurs autres sera 
reprisenMe par leur produit, si parmi ks grandeurs de la premiire espice 
on prend pour uniti la grandeur qu'on obtient quand on riduit chacune 
des autres a F uniti de son espice. 

Cela pos4, les th^or^mes XI et XII entrainent les suivants : 

Th£or£iie XXIII. — SiFon prend pour uniti de surface Voire du carri 

CEavres de C . — S. 11 , t. XII. 33 
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dont h cdte est t unite de longueur, Faire dun paralUlo gramme rectangle 
sera reprhentee par le produit de ses deuce dimensions, e'est-a-dire des deuce 
cdtes qui aboiitissent a un rrdme sommet. 

CoroUaire I. — L’aire d’un rectangle dont les c6t6s sont x et y, est 
repr6sentee par le produit ccy. 

CoroUaire II. — L’aire d’un carr6 dont le c6te est x se trouve repr6- 
sentee par le produit xx = cc®. 

Tn^ORtiMe XXIV. — Si Von prend pour uniti de volume le volume du 
cube dont le cdte est V unite de longueur, le volume d'un parallelepipide 
rectangle sera represent^ par le produit de ses trois dimensions, e’est- 
a~dire des trois cdtes qui aboutissent a un mime sommet. 

CoroUaire I. — Le volume d’un parall6lepipfede rectangle dont les 
c6tes sont x, y, s, est repr6sent6 par le produit xyz. Ce volume a done 
encore pour mesure le produit de I’aire 

ys ou sx ou xy 
de I’une des faces par la hauteur 

a; ou y ou s, 

mesuree perpendiculairement k cette face. 

CoroUaire II. — Le volume d’un cube dont le c6t6 est x se trouve 
repr^sent^ par le produit xxx = x*. 

On d^duit imm^diatement, commel’on sait, du th^orkme XXIII, un 
grand nombre de propositions diverses. Nous nous bornerons ken rap- 
peler quelques-unes. 

Un rectangle se trouve divis6 par Tune quelconque de ses diagonales 
en deux triangles rectangles egaux, dont chacun a pour cdtes ceux du 
rectangle mkme. Done, en vertu du thdoreme XXIII, on pent dnoncer 
la proposition suivante : 

L’aire d’un triangle rectangle est la moitik de I’aire d’un rectangle 
construit sur les deux cdtes qui comprennent Tangle droit ; elle est done 
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represent^e par la moiti^ dti produit de ces cotes. En prenant un de 
ces c6t6s pour base, on pourra dire que Vaire du triangle rectangle est 
la moitid du produit de sa base par sa hauteur. 

Considerons maintenant un triangle quelconque. L’un des cotes, pris 
pour base, pourra etre regarde comme la somme ou la difference des 
bases de deux triangles rectangles, dont les aires offriront pour 
somme ou pour diff6rence I’aire du triangle donn6. Done, I’aire du 
triangle donn6 sera la somme ou la difference des produits qu’on ob- 
tient en multiplant la moiti4 de sa hauteur par les bases des triangles 
rectangles. Mais cette somme ou difference sera precis^ment la moitie 
du produit de la hauteur par la somme ou difference des bases dont il 
s’agit. On pent done enoncer la proposition suivante : 

Theoreme XXV. — Un c6tk quelconque d'un triangle itant pris pour 
base, I’aire du triangle a pour mesure la moitie du produit de cette base par 
la hauteur correspondante. 

CoroUaire. — Un polygone plan pouvant toujours etre decompose 
en triangles, le theoreme XXV fournit le moyen de calculer I’aire d’un 
semblable polygone. Ainsi, par exeinple, un trapeze pouvant etre 
decompose en deux triangles qui offrent la meme hauteur, leurs bases 
etant les edtes paralieies du trapeze, on pent enoncer le theoreme 
suivant : 

TueoRfiME XXVI. — Vaire d’un trapize a pour mesure le produit de la 
hauteur par la demi-somme des c6tes paraUiles. 

CoroUaire 1. — Si deux carres construits avec des c6tes differents ont 
le meme centre et des diagonales dirigees suivant les memes droites, 
la difference de ces deux carres sera la somme dequatre trapezes egaux 
dont chacun aura pour cdtes paralieies les deux c6tes donnes, et pour 
hauteur leur demi-difference. L’aire de chaque trapeze sera done le 
produit de la demi-somme donude par leur demi-difference, et le qua- 
druple de ce produit, ou Vaire du rectangle construit avec la somme et 
la diffdrence des cdUs donnds.^ representera la diffirence entre les aires des 
carrds construits sur ces mdmes edtds. 
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Cette proposition est d’ailleurs une consequence immediate du 
theoreme XXfll. Car si I’on norame a? et X les c6tes deux carr6s, on 
aura 

X* — a;*=(X — a;)(X-t- J?). 

CorolUdre II. — Si les deux cotes parallfeles d’un trapeze deviennent 
egaux, ce trapeze deviendra un parallelogramme. On peut done 6noncer 
encore la proposition suivante : 

Theoreme XXVII. — Vaired'un pcvraUelogrcamm qmkonque, est le pm- 
duit de I'un des cdtes pris pour base par ki hauieur correspondante. 

Considerons maintenant deux rectangles, ou deux triangles, oudeux 
parallelogram naes dilF6rents. Le rapport deleursaires sera, envertudu 
theoreme XXIII, ou XXV, ou XXVII, le produit du rapport des bases par 
le rapport des hauteurs. D’ailleurs, si les deux rectangles ou triangles, 
ou parallelogrammes sont seinblables I'un a I'autre, le rapport des hau- 
teurs sera Equivalent au rapport des bases (thEoreme VI), Doncalors le 
carrE de ce dernier rapport, ou le rapport des carrEs des bases, sera le 
rapport des aires, et Ton peut Enoncer le fhEorEme suivant : 

XaEORfeME XXVIII. — Deux rectangles, ou deux triangles, ou deux 
parallelogrammes, quand ils deviennent semblahles Vun d I’autre, offrent 
des aires proportionnelles aux carres des cdlls homologues. 

Au reste, les principales propositions ici deduites du thEorbme XXIII, 
et les propositions analogues auxquelles on parviendrait en partantdu 
thEoreme XXIV, peuvent Etre facilement dEmontrEes par la considE- 
ration des rapports differentiels, comme on le verra plus tard. 

En terminant le prEsent paragraphs, nous rappellerons une pro- 
priEtE fort utile des grandeurs proportionnelles. 

Etant donnEs deux systEmes de grandeurs, dont les unes sont pro- 
portionnelles aux autres, pour passer du premier systemeau second, il 
suf&ra de multiplier chacune des grandeurs comprises dans le premier 
systEme par un certain rapportqui sera le mEme pour toutes. Celapose, 
si plusieurs grandeurs du premier systEme sont liees entre elles par 
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une Equation lin^aire, cette Equation continuera de subsister, quand 
on multipliera chacun des termes qui la composent par le rapport dont 
il s’agit, ou ce qui revient au meme, quand on passera du premier sj's- 
teme au second. 

On pent done enoncer la proposition suivante : 

Th^or£;me XXIX. — Toute equation Unmire qui subsiste enlre diverses 
grandeurs, subsiste aussi entre des grandeurs proporlionnelles. 

Cornllcdre 1 . — Ainsi, par exemple, etant donn6, avec uri premier sys- 
teme de grandeurs, un second systeme de grandeurs proportionnelles, 
si deux grandeurs du premier systeme sont entre elles dans un certain 
rapport, ou si Tune de ces grandeurs estla somme ou la difference de 
deux ou de plusieurs autres, on pourra en dire autant des grandeurs 
correspondantes du second systeme. 

CoroUaire II. — L’bypotenuse d’un triangle rectangle 4tant prise pour 
base de ce triangle, la perpendiculaire abaissee sur cette base du som- 
met oppos6 divise le triangle rectangle en deux autres semblablesiilui, 
qui ont pour hypotenuses respectives les deuxc6tes du premier. Done, 
en vertu du th^or&me XXVIII, les aires des trois triangles seront res- 
pectivement proportionnelles aux carres construits sur I’hypot^nuse et 
sur les c6t6s du triangle donne. Mais I’aire de celui-ci sera la somme des 
aires des deux autres.Donc, en vertu du corollaire II, le carrd consiruu 
sur V hypotenuse d’un triangle rectangle sera la somme des carres cons- 
truits sur les deux c6tes. 

CoroUaire HI. — Consid6rons dans un plan donne un centre fixe, un 
axe fixe et une courbe trac6e de manifere que les distances d’un point 
quelconque de la courbe au centre fixe, eta I’axe fixe, soient entre elles 
dans un rapport constant. En vertu des thSorfemes VI et XXIX, une 
seconds courbe semblablek la premiere jouira de la m§me propri6t6 
relativementk uncentrefixe eta un axe fixe tracesdansle plan de cette 
seconde courbe. D’ailleurs, il est aise de s’assurer que, dans I’ellipse, 
la parabole et I’hyperbole, I’excentricit^ repr6sente constamment le 
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rapport entre les distances d’un point de la courbe a Tun des foyers et 
a une droite correspondante que Ton appelle la directrice. II y a plus, 
cette propriete des courbesdu second dcgr6 suffit pour Ics definir com- 
pl^tement et permct d’ailleurs de les distinguer facilement les unes 
des autre.s, puisque I’excentricite, nulle dans le cercle, et toujours 
inferieure a I’unite dans Tellipse, devient 6quivalente a I’unit^dans la 
parabole, et sup6rieure k I’unite dans I’hyperbole. En consequence, on 
pourra enoncer la proposition suivante : 

Theor&me XXX. — Une courbe semhlahle a une ellipse, a une parabole, 
ou a une hyperbole, ert une auire ellipse, une autre parabole, ou une autre 
hyperbole, qui offre la mime excentricite. 

CoroUaire. — Une courbe du second degre est completement deter- 
minee quand on connait, aA'ec Texcentricite, la distance d’un foyer k la 
directrice correspondante. Si Ton fait varier cette distance, sansalterer 
r excentricite, la courbe restera semblable k elle-meme. Comme pour 
la parabole en particulier, I’excentricite se reduit toujours k I’unite, il 
est clair que les diverses paraboles seront des courbes semblables entre 
dies, tout comme les diverses circonf6rences de cercle (theoreme VI, 
corollaire V). 

Dans un autre Memoire, nous donnerons de nouveaux developpe- 
ments aux principes ci-dessus exposes, en les appliquant d’une mani^re 
specials k revaluation des longueurs, des aires et des volumes. 



NOTE 


SUR LA 

NATURE DES PROBLEMES 

OLE PRESENTB 

LE CALCUL INTfiGRAL. 


Dans I’introduction qui precede mon Analyse algSbrique, j’ai dit 
combien il etait important de donner aux mdthodes de calcul toute la 
rigueur qu’on exige en Geometrie, de mani^re a ne jamais recourir aux 
raisons tir6es de la g6n6ralit6 de I’Algebre. J’ai ajoute que les raisons 
de cette esp^ce tendaient faireattribuerauxformulesalg^briquesune 
etendue ind^finie, tandis que, dans la r^alite, la plupart de ces for* 
mules subsistent uniquement sous certaincs conditions, et pour cer- 
taines valeurs, des quantites qu’elles renferment. J’ai observe que la 
recherche de ces conditions et de ces valeurs, entrainant I’heureuse 
n^cessit^ de fixer d’une maniere precise le sens des notations diverses, 
et d’apporter des restrictions utiles a des assertions trop etendues, 
tournait au profit de I’Analyse ; qu’ainsi, par exemple, avant d’effectuer 
la sommation d’aucune serie, j’avais dti examiner dans quels cas ces 
series peuvent Stre sommees, ou, en d’autres termes, quelles sont les 
conditions de leur convergence, et que cet examen ra’avait conduit a 
etablir des rfegles generales de convergence qui paraissent dignes de 
quelque attention. 

Les observations que je viens de rappeler ne sont pas settlement appli- 
cables hUAlg^bre et It I’Analyse alg^brique. Elies s’appfiquent encore, 
et k plus forte raison, au Calcul infinitesimal. Guide par cette convic- 
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tion, j’ai cherch6, dans I’exposition du Calcul differentiel, a concilierla 
rigueur, dont je m’etais fait une loi dans I’Analyse alg^brique, avec la 
simplicity qui r6sulte de la considyration directe des quantitys infini- 
ment petites. Pour cette raison, j’ai cru devoir rejeter les developpe- 
ments des fonctions ou series inlinies, toutes les fois que les syries 
obtenues ne sont pas convergentes ; et je me suis vu forcy derenvoyer 
a la fin du Calcul differentiel la formule de Taylor, que I’illustre auteur 
de la Micanique analytique avail prise pour base de sa thyorie des fonc- 
tions dyrivees. La bienveillance avec laquelle les geometres ont ac- 
cueilli mon Ouvrage m’a donny lieu de croire que je ne m’ytais pas 
trompy en peasant que les principes du Calcul differentiel et ses appli- 
cations les plus importantes pouvaient ytrc facilement et rigoureuse- 
ment exposys sans I’intervention des series. 

Si du Calcul differentiel on passe au Calcul intygral, on obtiendra de 
nouveaux et nombreux examples des avantages que Ton trouve k bien 
dyfinir les questions, a ne rien laisser de vague ni d’arbitraire dans les 
notations et dans les formules. Ces precautions deviennent alors d’au- 
tant plus necessaires que chaque problyme de Calcul integral semble, 
au prenaier abord, dtre, par sa nature meme, un problyme indytermine. 
En effet, Tintygrale d’une expression differentielle ou d’une equation 
differentielle du premier ordre renferme, comme Ton dit, une cons- 
tante arbitraire. Pareillement, plusieurs constantes arbitraires entrent 
dans les integrales de plusieurs yquations differentielles du premier 
ordre, ou d’une yquation diffyrentielle d’ordre supyrieur. Cnfin les 
intygrales d’une on de plusieurs yquations aux dyrivees particlles ren- 
ferment une ou plusieurs fonctions arbitraires. Mais, quand on exa- 
mine attentivement le rdle que jouent ces diverses intygrales dans une 
question de Gyomytrie on de Mecanique, on reconnait bientdt que les 
constantes et fonctions dont il s’agit deviennent, dans chaque ques- 
tion, completement dyterminyes. Toutefois, comme elles reslent arbi- 
traires quand on envisage le problyme de Tintegration d’une maniyre 
gynyrale et sous un point de vue purement analytique, on avait cou- 
tame, dans les traitys de Calcul intygral, de renvoyer la determination 
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de ces constantes ou de ces fonctions apres la recherche des inUgrales 
g6n6rales des expressions di£F6rentielles ou des equations propos^es. 
Dans mes logons donnees a I’l^cole Polytechnique, comme dans laplu- 
part des Ouvrages ou Memoires que j’ai publics sur le Caleul integral, 
j’ai cru devoir renverser cet ordre et placer en premierlieu la recherche, 
non pas des integrates generates, mais des integrates particulieres; en 
sorte que la determination des constantes ou des fonctions arbitraires 
ne fut plus separee de la recherche des integrates. Alors chaque pro- 
blfeme est devenu completement determine, et c’est surtout eette cir- 
constance qui m’a permis, non seulement de simplifier les solutions de 
probiemes deja traites par d’autres auteurs, mais encore de resoudre 
des questions qui avaient resistejusque-la aux eflbrts des geometres. 
La marche ou, si Ton veut, la melhode que je viens de rappeler en peu 
demots, meparaitevidemmentpropre k eclaircir Ics points les plus 
difiOiciles de I’Analyse inflnitesimale ; et, commc I’illustre geometre de 
Koenigsberg, avec lequel j’en causais, il y a peu de temps, partage mon 
avis k cet egard, j’ai pense qu’il pourrait 6tre utile d’indiquer ici 
diverses applications de cette methode. Je vais done entrer k ce sujet 
dans quelques details. 

Dans les traites de Calcui integral on admettait, sans la d^montrer, 
I’existence des integrates g^n^rales des expressions et des Equations 
diff6rentielles; il importait de combler cette lacunc. Pour y parvenir, 
j’ai suivi la marche que j’indiquais tout a I’heure; et, avant de prouver 
qu’k toute expression difif^rentielle qui depend d’une seule variable, 
correspond une integrate ou function primitive, j’ai commence par 
Stablir, dans le Risumi des Legons donnees a l’6cole Poly technique, la 
nature des intigreUes prises entre des Umites donnies ou intdgrales ddji- 
nies. J’ai d^montrA parl’Analyse leur existence, qui pouvait se dAduire 
de considerations geom^triques ; et, comme ces dernieres intdgrales 
peuvent devenir infinies ou indeterminees, j’ai dd rechercher dans 
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. J’ai ete ainsi 
conduit k la thdorie des integrates definies singu&dres, et cette thdorie 
m’a fourni, avec les valeurs d’intdgrales deja connues, un grand 
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nombre d’integrales nouvelles, et meme des formules generates pro- 
pres ^ la determination des int^grales d^finies. J’ai 6te conduit de la 
meme maniere, non seulement k reconnaitre qu’il existe des integrales 
indeterminees, raais encore a signaler certaines valeurs dc ces inte- 
gralcs, savoir, les vcdeiirs pnncipates qui meritent une attention parti- 
culi^re, et a expliquer le ph^nomene que presentent des integrales 
doubles don t la valeur depend de I’ordre dans lequel on effectue les 
integrations; enfiin a determiner, dans un M6moire special, la nature 
et les proprietes des integrales Mfinies prises entre des limites imagi- 
naires. D’ailleurs, I’existence et la nature des integrales d6finies 6tant 
bien connues, il a 6t6 facile d’en conclure I’existence des integrates 
indefinies, e’est-b-dire des integrales qui renferment une constante 
arbitraire. 

C’est aussi, en substituant aux integrales indefinies des integrates 
prises chacune a partir d’une origine fixe, que je suis parvenu, dans le 
Resume des Legons dejb citees, a presenter, sous une forme tres simple, 
I’integrafion d’une function diff6rentielle qui depend de ptusieurs 
variables. 

C’est en operant toujours de la meme maniere que j’ai reussi, d’une 
part, a simplifier, dans certains cas, la recherche des integrates corres- 
pondantes aux equations differentielles tres peu nombreuses que Ton 
savait integrer en termes finis, specialement la recherche des inte- 
grales des equations lineaires, et, d’autre part, h etablir sur des bases 
rigoureuses I’integration des equations differentielles de forme quel- 
conque. 

Considerons d’abord, pour fixer les idees, une equation differen- 
tielle du premier ordre entre une variable independante et une fonc- 
tion inconnue de cette variable, et supposons que I’on soit parvenu, 
soit i separer les variables, soit a rendre I’equation integrable par -le 
moyen d’un facteur. Aprbs avoir fait passer tous les tqrmes de r6qua- 
tion dans le premier membre, on pourra ipim6diatement integrer ce 
premier membre, de maniere qu’il s’evanouisse aprfes I’int^gration 
pour des valeurs particuli^res correspondantes des deux variables, et 
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Ton oJjtiendra ainsi I’integrale generale, dans laquelle Tune ou I’autre 
de ces deux valeurs particulieres, qui pourront 6tre arbitrairement 
choisies, tiendra lieu de constante arbitraire. La meme observation 
s’applique a un syst^me d’equations diff6rentielles du premier ordre, 
dont chacune offrirait pour premier membre une dififerentielle exacte 
d’une fonction de plusieurs variables, le second membre etant r6duit 
cl z4ro. Dans ce cas encore, pour obtenir les integrates gen^rales dn 
systfeme, il suffira d’int^grer chaeun des premiers membres, de mani^re 
qu’il s’evanouisse apres I’integration pour des valeurs particuliferes 
correspondantes de toutes les variables ; et ces valeurs particulieres, 
qui pourront 6tre arbitrairement choisies, tiendront lieu des constantes 
arbitraires. Pour mieux faire saisir les avantages qu’offre ce precede, 
concevons que Ton se propose d’integrer un systeme d’6quations diffe- 
rentielles lineaires et k coefficients constants, dont chacune meme 
pourra offrir un derniei* terme qui soit fonction de la variable inde- 
pendante. En suivant la methode de d’Alembert, et k I’aide de facteurs 
auxiliaires convenablement choisis, on r6duira facilement le problfeme 
a I’integration d’une seule dquation du premier ordre, et k la resolu- 
tion d’une certaine Equation finie que j’ai nomm6e Vequatien carac- 
tiristique. Cela pose, en operant comme il a 6te dit ci dessus, on 
reconnaitra que, pour obtenir le syst6me des integrales g6n6rales des 
Equations donnees, il suffit d’6galer a zero une certaine fonction des 
diverses variables a?, v, s, . . . et de I’inconnue 0 qui doit verifier I’^qua- 
tion caracteristique, puis de r6duire successivement I’inconnue 0 aux 
diverses racines de cette derniere equation supposeos in6gales. Il y a 
plus : on reconnaitra encore, comme je I’ai observe dans mes Lemons 
donnees k I’Elcole Polytechnique, que, si I'^quation caracteristique 
acquiert une racine double, triple, quadruple, etc., on doit, en pre- 
nant cette racine pour valeur de 0, kgaler a zero, avec la fonction dont 
il s’agit, une ou plusieurs derivees de cette fonction differentiee une 
ou plusieurs fois par rapport a 0. 

Si maintenant on considkre un systeme quelconque d’equations 
diiferentielles du premier ordre, it ne sera plus generalement possible 
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de les integrer en ternaes finis. Mais on pourra du moins d^montrer 
I’existence des integrales g 6 n 6 rales, et m^me integrer les equations 
proposees avec une approximation aussi grande que Ton voudra, soit 
a I’aide de la m 6 thode que j’ai donnee dans mes Lemons de seconds 
annee al’ficole Polyteehnique et que j’airappel 6 e dans le paragraphe I 
du M 6 moire sur I’integration des Equations differentielles (Vol. I des 
Exercices d’ Analyse et de Physique mathematique, p. 827 ) (^), soit a 
I’aide des principes nouveaux que j’ai d4veIopp6s dans ce Memoirs, et 
qui transforment en methode rigoureuse le precede de I’int^gration 
par s4ries. Or, dans I’uneet I’autre methode, les constantesarbitraires, 
que doivent ren termer les integrales g 6 nerales d’un systems d’equa- 
tions differentielles du premier ordre, se trouvent remplacecs par des 
valeurs particulieres des inconnues, correspondantes h une' valeur 
particulihre de la variable ind 6 pendante, et par consequent le pro- 
blems de I’integration se trouve reduit k un probieme compietement 
determine. 

Quant aux equations differentielles ou aux systbmes d’equations dif- 
ferentielles du second ordre, ou d’un ordre plus eleve, on peut tou- 
jours, comme je I’ai observe dans mes Lemons donnees k I’Ecole Poly- 
technique, les reduire a des syst'emes d’equations differentielles du 
premier ordre; et, pour y parvenir, il suffit d’augmenter le nombre des 
inconnues primitives en prenant pour inconnues nouvelles plusieurs 
de leurs deriv 6 es, representees ehacune par une seule lettre. 
Cette reduction offre I’avantage de rendre les methodes que je viensde 
rappeler immediatement applicables a I’integration d’equations diffe- 
rentielles d’un ordre superieur au premier, et de simplifier ainsi la 
theorie de cette integration. Pour s’en convaincre, il suffit de conside- 
rer une equation differentielle lineaire et k coefficients constants, qui 
soit d’un ordre supkrieur au premier, et qui renferme un dernier 
terme represente par une function de la variable independante. On sait 
que Lagrange a int 6 gr 6 cette equation differentielle, en ramenant Tin- (*) 


(*) OEuvres de Cauchy^ S. II, t. XI, p. 899 . 
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tegration k la resolution d’une equation finie que nous nommerons 
encore V Equation caract^ristigue; mais la methode employee par I’il- 
lustre geometre exige d’assez longs calculs lorsque le terme variable 
dont nous avons parle ne s’^vanouit pas, et ces calculs deviennent 
encore plus compliques, quand Tequation caractifristique offre des 
racines 6gales. Au contraire, I’int^gration de Tequation traitee par 
Lagrange, ou meme d’un systeme d’equations lineaires k coefficients 
constants d’un ordre quelconque, et dont chacune offrirait un dernier 
terme fonction de la variable independante, s’effectuera tres facilement 
si Ton commence par reduire cette equation ou ce systeme d’^quations 
a un systkme d’equations du premier ordre, en augmentant, comme on 
I’a dit, le nombre des inconnues. Alors aux constantes arbitraires, que 
doivent renfermer les integrales generales, se trouvent substitueesdes 
valeurs particulieres correspondantes des inconnues primitives et des 
inconnues nouvelles, ou, ce qui revient au meme, des valeurs particu- 
lieres simultanement acquises par les inconnues primitives et par celles 
de leurs d6rivees que ne determine point le systkme des Equations dif- 
ferentielles (‘). 

Le principe que je viens d’exposer s’applique avec un egal succes a (*) 


(*) D6jk depuis longlemps on avail remarqud qu’il pent 6tre avanlageux, dans certains 
cas, de remplacer les constantes arbitraires introduites dans les integrales des equations 
differentielles par des valeurs parliculibres des variables et de leurs ddrivees. (Test ainsi, 
par example, que, pour obtenir i’integrale d’une equation lindaire du second ordre, dans 
le cas oil les deux racines de requation caract6ristique deviennent dgales entre elles, 
M. Lacroix (Calcul diffdrentiel, t. II, p. Sao) commence par exprimer les deux constantes 
arbitraires comprises dans I’integrale gendrale en fonction de deux valeurs correspon- 
dantes de I’inconnue et de sa d6riv6e. 11 y a plus : on avail remarqud que les valeurs 
partioulibres des inconnues et de leurs dfirivdes s’introdnisent naturellement 4 la place 
des constantes arbitraires ou des fonclions arbitraires dans les ddveloppements des intd- 
grales en sdries. Mais on avait fait peu d’applications de la premifere remarque; et, pour 
que les conclusions que Ton tirait de la seconds devinssent rigoureuses, il fallait prouver 
que les sdries obtenues dtaient convergentes, an moins pour des valeurs des variables 
inddpendantes renfe'rmdes entre certaines limites. Enfin, pour que I’emploi des sdries 
mdme convergentes ne laissltt aucun doute sur la nature des approximadons, il iallait 
pouvoir assignor des limites aux erreurs que Ton commettait en arrdtant chaque sdrie 
aprbs un certain nombre de temios. On parvient 4 ce double but 4 I'aide du nouveau 
calcul que j’ai nomm4 ealad des limites. (Voir le Mdmoire d^4 cit4 sur VInUgradon des 
iquations diffirentielles.) 



270 NOTE SUR LA NATURE DES PROBL^MES 

I’int^gration des Equations aux deriv6es partielles. Concevonsd’abord, 
pour fixer les idees, qu’il s’agisse d’integrer une equation aux d6rivees 
partielles du premier ordre, entre une certaine inconnue et plusieurs 
variables independantes 

Xy Vf Zf • • • ) 

dont la dernifere t pourra etre cens6e representer le temps. L’int6grale 
cberch6e pourra renfermer une function arbitraire, et par suite I’int^- 
gration de I’§quation proposee, consider6e sous un point de vue g6n6- 
ral, sera un probleme indetermin^. Mais il importe d’observer : i“ que 
la valeur particuliere de I’inconnue correspondante k une valeur parti- 
culikre dn temps t sera necessairement une function des autres 
variables independantes; 2° que I’equation donnke ne fixe en aucune 
maniere la forme de cette fonction, et qu’apres avoir choisi cette forme 
arbitrairement, on pourra toujours integrer I’equation dont il s’agit. 
On pourra done assujettir I’inconnue, non seulement k verifier Tequa* 
tion proposee aux derivees partielles, mais encore k se reduire, pour 
une valeur donnee du temps t, a une fonction donnee des autres 
variables independantes x,y, s, &t nous devons ajouter qu’alors 
le probleme de I’integration deviendra complktement determine. Or, 
cette seule consideration fournit le moyen de lever entibrementlesdif- 
ficultes qui avaientarrete les geomktres dans la recherche de I’inte- 
grale generale d'une equation aux derivees partielles du premier 
ordre, lorsque cette equation renfermait plus de deux variables inde- 
pendantes, et e’est en substituant ainsi, a un problkme qui parait inde- 
termine de sa nature, un autre problkme complktement determine, 
que je suis parvenu, dans le Bulletin de la Societi pMbmatique de jan- 
vier et fevrier 1819, k faire dependre ^integration d’une equation quel- 
conque aux derivees partielles du premier ordre, de I’integration d’un 
seul systkme d’equations difierenticlles du meme ordre. 

Considerons maintenant un systkme quelconque d’equations aux de- 
rivees partielles du premier ordre. Il ne sera plus generalement pos- 
sible de ramener leur integration k celle d’un systkme d’equations 
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differentielles du m^me ordre. Mais si, dans le systems propose, 
chaque Equation est lineaire au moins par rapport aux d6riv6es par- 
tielles des ineonnues, on pourra d6montrer [’existence des int^grales 
g6n4rales, et meme integrer les 6quations avec une approximation 
aussi grande que Ton voudra, en d^veloppant les integrales en s6ries, 
et fixant, non seulement les regies de convergence des series obte- 
nues, mais encore les limites des restes, k I’aide des principes d6ve- 
lopp6s dans le M6moire d6jk cit6 sur l’int6gration des equations diffe- 
rentielles, e’est-k-d ire k I’aide du calcul des limites. D’ailleurs, dans 
les divers developpements, les fonctions arbitraires introduites par 
rint4gration se trouveront encore remplac6es par des fonctions qui 
devront etre censees connues, savoir, par des valeurs particuliferes 
attributes aux diverses ineonnues, et correspondantes k une valeur 
donnee de Tune des variables independantes. 

Si les equations proposees aux derivtes partielles cessaient d’etre 
lineaires par rapport aux dtrivees des ineonnues, ou si ces mtmes 
equations n’etaient plus du premier ordre, mais d’un ordre quelconque, 
alors, pour revenir au cas prtetdent, il suffirait d’employer un artifice 
d’analyse semblable a celui par lequel nous avons reduit I’integration 
des equations differentielles d’ordre quelconque a I’inttgration des 
Equations difftrentielles du premier ordre. 

Au reste, je dtvelopperai, dans plusieurs nouveaux articles, les 
applications diverses des principes gentraux que je viens d’ttablir. 
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Lagrange a donne, en 1779, une methode propre k fournir I’inte- 
grale g6n6rale d'une Equation aux deriv6es partielles du premier 
ordre, dans le cas oil cette equation est lin^aire par rapport aux d6ri- 
vees qu’elle renferme. D’ailleurs, dfes I’annee 1772, le m^meg^om^tre 
avait prouve que I’integration d’une equation quelconque, a trois 
variables et aux deriv6es partielles du premier ordre, pouvait etre 
ramen^e a la recherche d’une integrale particuliere d’une Equation 
lineaire du meme ordre a quatre variables, savoir, d’une integrate qui 
renferme une constante arbitraire. En effet, cette integrale particuliere 
de l’6quation i quatre variables fournit, pour I’equation e trois varia- 
bles, une integrale correspondante, appel^e solution ou inUgrale com- 
plSte, qui renferme deux constantes arbitraires, et Lagrange a fait voir 
que, pour deduire de cette integrale complete I’integrale gen6rale de 
I’equation k trois variables, il suffit de substituerkladernieredesdeux 
constantes arbitraires une fonction arbitraire de la premiere, puis de 
differentier, par rapport k celle-ci, I’integrale complete, puis enfin 
d’eliminer la premiere constante entre I’integrale complete et la nou- 
velle equation ainsi obtenue. 

D autre part, comme Charpit I’a remarque dans un Memoire pre- 
sente k I’lnstitut en 1784, on pent a volonte deduire, de la methods 
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donn^e par Lagrange en 1779, ou I’int^grale generale d’une equation 
lin6aire a quatre variables, ou simplement une integrale particulifere 
qui renferaie une constante arbitraire. II est done facile de concevoir 
comment, en s’appuyantsur les principes etablis par Lagrange, Charpit 
est parvenu a integrer g6n6ralement toute equation du premier 
ordre ^ trois variables, e’est-a-dire toute Equation du premier ordre 
qui renferme avec deux variables independantes une inconnue et ses 
d6riv6es partielles du premier ordre. Lagrange lui-meme a cherche 
depuis a lever les difficultes que Ton rencontrait quand on voulait 
d^duire I’integrale g^ndrale d’une semblable equation, non plus d’une 
integrale particuli^re, mals de I’integrale generale de I’^quation lineaire 
a quatre variables. Au reste, apres de nouvelles recherches des geo- 
metres sur le m^me sujet, les difficultes dont il s’agitont finipardispa- 
raitre 'complStement. Ajoutons que, parmi les diverses m6thodes k 
I’aide desquelles on est parvenu a integrer I’equation du premier ordre 
a trois variables, on doit distinguer la methode de M. Ampere, fond6e 
sur le changement d’une seule variable independante. 

Charpit essaya dletendre, aux equations qui renferment avec une 
seule inconnue plus de deux variables independantes, la methode qui 
I’avail conduit k I’integration des equations a trois variables. Mais il 
rencontra des difficultes qui ne lui permirent pas de resoudre comple- 
tement la question. Plus tard, en i 8 i 4 , M. Pfaff parvint k une solution 
exacte et rigoureuse; mais la methode qu’il proposa ramenait en ge- 
neral I’integration d’une equation aux derivees partielles du premier 
ordre k I’integration de plusieurs systemes d’equations differentielles. 
J’ai demontre le premier que la question dont il s’agit pouvait 6tre 
reduite k I’integration d’un seul systeme d’equations differentielles, de 
celles-lk mfemes auxquelles on arrive en suivantla methode de Charpit. 
Telle est en effet la conclusion k laquelle je suis parvenu dans une Note 
que renferme le Bulletin de la Sociite philomatique pour I’annke 1819 
(voir les livraisons dejanvieretfevrier 1819)0. M. Jacobi, qui ne 


(1) OEus^res de Caitcfy^ S. 11, T. H. 
CEwfree de C. — S« II, t. XII. 
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connaissait pas cette Xote, ayantete conduit, par la lecture duMeinoire 
de M. Pfall* et d’un Memoire de M. Hamilton sur les formules de la 
Dynamique, ci examiner de nouveau la question, est arrive a la mfeme 
conclusion que moi. Seulement, en integrant le systeme des equations 
diff6rentielles substitue a I’equation proposee, il a tire imm6diatement 
de ce systeme, non plus I’integrale g6n6rale, mais une integrate com- 
pute de cette equation, c’est-a-dire une integrale particuliere qui ren- 
ferme autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables ind^.pen- 
dantes. Cette integrale complete, dont I’existence avait ete dejk cons- 
tatee par Lagrange et par moi-inSme dans divers cas particuliers, est 
pr6cisement celle que Ton tire du systeme des equations dillerentielles 
en cherchant a etablir une relation entre les variables de I’dquation 
proposee et des valeurs particuli^res, mais correspondantes, de ces 
m6mes variables. D’ailleurs, cette integrale compile etant form6e, on 
en d^duit aiseinent I’int^grale gen6rale. J’ajouterai que la formula a 
I’aide de laquelle M. Jacobi a d^montre generalement I’existence de 
I’int^grale compile dont nous venons de parler, se d^duit d’une cer- 
taine equation difPerentielle donn6e par M. Pfaff, ou plut6t de I’equa- 
tion finie que M. Jacobi en a tir6epar I’integration, et que j ’avals d6jk 
obtenue moi-mSme dans Ic Bulletin dela Socidte phitornatique. M. Binet 
a fait voir dernikrement qu’a I’aide du calcul des variations on pouvait 
simplifier la recherche de cette formulc, et a la remarque de M. Binet 
j’en ai joint une autre, savoir que, de la formule dont il s’agit, on pent 
imm^diatement deduire le systkme des equations propreskrepr6senter 
rini6grale g^nerale, telle que je I’avais obtenue dans la Note de 1819. 

Dans le premier paragraphe de ce Memoire, je reproduirai la mA- 
thode que- j’ai appliqu^e, dans le Bulletin de la SocieU philomatique, k 
rint6gration des equations aux deriv6es partielles du premier ordre. 
On reconnaitra que le succes de cette inethodc, a I’aide de laquelle j’ai 
pu surmonlcr, dans tous les cas, les difQcult^s que la question avait 
presentkes aux geomktres, tient surtout k ce que le problkmedel’int6- 
gration, indetermin^ de sa nature quand on le considere sous un point 
de vue general, devient ici completement d6termin6. Pour le rendre 
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tel, il ra’a suffi de mettre au norabre des donnees du probleme la fonc- 
tion & laquelle se r6duit I’inconnue pour une valeur particuliere de 
I’une des variables independantes, et de subslituer cette fonction, qui 
d’ailleurs peut etre arbitrairement choisie, a la fonction arbitraire quo 
doit renfermer I’integrale gen^rale de I’eqnation proposes. 

Dans le second paragraphe, apres avoir reproduit, k I’aide du calcul 
des variations, la formule a laquelle sont parvenus MM. Binetet Jacobi, 
je montrcrai comment cette formule peut etre appliquee a la recherche 
non seulement d’une int6grale complete de I’equation donnee, mais 
encore de I’integrale g^nerale, ou plutot du systeme d’equations que 
represente cette integrals. 


1. — Recherche de V integrate generate d'une equation 
aux derivees partieites du premier ordre. 

Jusqu’a present, il n’estaucun traite de Calcul differentiel et integral 
oh Ton ait donne les moyens d’integrer compl^tement les equations 
aux derivees partielles du premier ordre, quel que soil le nombre des 
variables independantes. M’etant occupe, il y a plusieurs mois (*), de 
cet objet, je fus assez heureux pour obtenir une methode generale 
propre k remplir le but desire. Mais, apres avoir termine mon travail, 
j’ai appris que M. Pfaff, geometre allemand, etait parvenu de son cote 
aux integrales des equations ci-dessus mcntionnees. Gomme il s’agit 
ici d’une des questions les plus importantes du Calcul integral, comme 
d’ailleurs la methode de Pfaff est difif6rente de la mienne, jepense que 
les geomhtres ne verront pas sans interet une analyse abregee de I’une 
et del’autre. Je vais d’abord exposer la methode dont je me suis servi, 
en prolitant, pour simplifier I’exposition, de quelques remarques 


(>) On ne doit pas oublier qae ce qu'on va lire a dtd ecrit en I’ann^e 1818 on 1819, et 
que le premier paragraphe du present Memoire offre le texte mSme de la Note public au 
commencement de Tanndn 1819, dans le Bulletin de la Sociite pkilomatique. Toutefois» 
pour rendre les notations du premier paragraphe pareilles a celles da second, nous avons 
chang6 la forme de quelques lettres, et, suivant notre usage, nous indiquons ici la d 4 riv 6 e 
d'une fonction, prise par rapport a une variable ind^pendante, ^ Taide de la leltre D, au 
bas de laquelle nous pla^ons cette variable mSme. 
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faites par M. Coriolis, ingenieurdes Fonts etChaussees, etde quelques 
autres qui me sont depuis pen venues a I’esprit. 

Supposons en premier lieu qu’il s’agisse d’integrer une equation 
aux d^rivees partielles du premier ordre a deux variables indepen- 
dantes. On a d4ja, pour une integration de cette espfece, plusieurs 
m^thodes differentes, dpnt I’une, celle de M. Ampere, est fondee sur 
le changement d’une seule variable independante. La m^thode que je 
propose, appuyee sur le meme principe dans I’hypothese adinise* se 
r^duit alors a ce qui suit : 

Soit 

(i) i,Jss,p,s) = o 

I’equation donnee, dans laquelle x et l d6signent les deux variables 
independantes, o la fonction inconnue de ces deux variables, et p, s 
les d6riv6es partielles de gj relatives aux variables x et t. Pour qu’on 
puisse determiner compli^tement la fonction cherchee cd, il ne suffira 
pas de savoir qu’elle doit verifier Tequation (i) ; il sera encore n6ces- 
saire qu’elle soit assujettie a une autre condition, par exemple, ii 
obtenir une certaine valeur particuliere fonction de x pour une valeur 
donn6e de la variable t. Supposons, en consequence, que la fonction ca 
doive recevoir, pour / = t, la valeur particuliere f (a?) ; la fonction p 
ou la d6rivee partielle de o, differentiee par rapport a x, recevra dans 
cette hypothese la valeur f (a?). Dans la meme hypothbse, la valeur 
g^nerale de m sera, comme on sail, completement determines. Il 
s’agit maintenant de calculer cette valeur : on y parviendra de la 
maniere suivante : 

Remplacons x par une fonction de t et d’une nouvelle variable inde- 
pendante Les quantites (u, p, s, qui etaient fonctions de x et de /, 
deviendront elles-memes fonctions de t et de 5, et Ton aura, en dilFe- 
rentiant dans cette supposition, 

(a) JitTS=:s + phtx^ 

(3) ]ilTS=pli%X. 

Si Ton retrancbe Tune de I’autre les deux equations pr6c6dentes, 
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apres avoir differentia la premiere par rapport k S et la seconde par 
rapport a t, on en conclura 

« 

(4) Dgs = D</>D5a? — DjicDg/?. 

Si, de plus, on designe par 

X fife + Trfi 4-11 rfro + P^^ + Sfifr 

la differentielle totale du premier membre de I’^quation (i), on trou- 
vera, en differentiant cette equation par rapport a 

(5) XDja: -4- nDj® -H PDjjw -t- SDjs = o 

et par suite, en ayant egard aux equations (3) et (4), 

(6) (X+pJl + SD/p)D|j?-)- (P — SD<a;)D5/? = 0. 

Observons maintenant que, lavaleurdea; en fonction de / et de ^ etant 
tout a fait arbitraire, on pent en disposer de maniere qu’elle verifie 
r^quation 

( 7 ) P — SDxa;=o, 

et qu’elle se reduise a ? (*) dans la supposition particuliere « = -i. La 
valeur de a? en / et i etant choisie comme on vient de le dire, les 
valeurs particulieres de o et de/> correspondantes a r=T, savoir f(x) 
et deviendront respectivement f(^) et f'(?}. Repr 6 sentons ces 
m^mes valeurs par co, ^ ; on aura 

(8) « = o = f'(<). 

Quant a la formule ( 6 ), elle se trouvera reduite par I’equation 1 7 ) a 

(X -4* /^R “i“ SD/jD)Dgii? — o, 

et comme, a? renfermant i par hypothese, ne pent etre constam- 

(1) Nous supposions ici que la valeur $ de x, correspondante i t = x, se r4duit 4 la 
nouvelle variable ind^pendante. 3fais cette redaction n’est pas neeessaire, et Ton pent 
tirer de la supposition contraire des consequences qui meritent d'etre remarquSes, comme 
on le verra ci-apres. 
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ment nul, la meme formule deviendra 

(9) X “H “ o. 

Cela pose, I’integration de Tequation (i) se trouvera ramen^e a la 
question suivante : Trouver pour a?, cr, p, s, qualre fonctions de t et de 
qid soient propres a vSrifier les equations (i), (2), (3), (7), (9), et dont 
trois, sai’oir x, xs, p, se riduisent respectivement d w, 9, dans la 
supposition t — 'z. 

Nous ne parlons pas de I’^quation (4), parce qu’elle est une suite 
necessaire des equations (2) et (3). Quant a la valeur particuli^re de s 
correspondante ^ = c, elle n’entrera pas dans les valeurs g6nerales 
dear, cr, p, s, d^terininees par les conditions prec^dentes. Si on la 
designe par elle se d4duira de la formule 

(10) F(|, T, &>, ffl, s) = 0. 

II est essentiel de remarquer que les valeurs gen4rales de x, ta, p, s 
en function de f et de $ resteront compl^tement d6tercnin6es si, parmi 
les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient de 
compter la verification de requation(3). Cette derniere condition doit 
done etre une consequence immediate de toutes les autres. Pour le 
demontrer, supposons un instant que, les autres etant verifiees, les 
deuxmembres de requation(3) soient inegaux. La difference entre 
ees deux membres ne pourra 6tre qu’une fonction de i et de Soient I 
cette fonction et i ce qu’elle devient pour « = tt. On aura 

{ I = D5®— 

( /rrDju — (p])|^=9 — (p = o. 

On trouvera par suite, au lieu des equations (3) et (4), 

( Djs =D«jBD5a? — D/I, 


puis, au lieu de I’equation (6), la suivante : 

(i3) (X +/7n + SD//OD|a: + (P - SD<ar)D 5 /? + HI + SD/1 = o. 
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Cette derni^re sera reduite par les Equations ( 7 ) et rp i, qu’on suppose 
verifiees, a 

(14) ni + SDJ = o. 

En I’int^grant et considerant 5 comme une fonction de r et de on 
trouvera(*) 

-f Ij <11 

(1 5 ) l = , 

et par suite, en ayant egard a la seconde des equations ( 117 , on aura 
general cment 

(16) 1 = 0. 

Les deux membres de I’equation (3) ne sauraient done etre in^gaux 


(^) Comme on le voit, la formule (i5) se d 4 duii uniquement des equations (i), 
(7)9 (9) tit de leurs integrales qui renfermeront g 4 n 4 ral 6 ment, avec les inconnues 


.r, pf S' 

consid 6 r 4 es comme fonctions des deux variables les quantiles 

e’est-a-dire les valeurs particulieres de ir, jt?, correspondantes a ^ = -1. Done la 
fonction 

I=D|Tij — 

et sa valeur particuli4re 

i = D^ci) — 0D5?, 


correspoudante k t = conlinueront de vdrifier la formula (i 5 ) dans le cas m6me ou, 
les valeurs gdnerales des inconnues 


X, TBf Pf S 

dtant fournies par les intdgrales des dquations (i), (2), (7), (g'i, les quant il 4 s 


ne seraient plus assujetties aux conditions (8), el ou, par suite, f, I nesseraient de 
s*6vanouir. 

Si Ton pose, pour abreger, 

0 =-^, , 

la formule (i 5 ) deviendra 

I = eiV 


Si la nouvelle variable inddpendante et la valeur de x correspoudante a r = t 4 taient 
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dans I’hypothfese admise. On doit en conclure que les quantit6s x, ca, 
p,' s satisferont a toutes les conditions requises, si ces quantit6s, 
consideroes comme fonctions de /, verifient les equations (i), (2), 
(7), (9) et side plus 

J-, CJ. p 

se reduisent respectivement a 

W = f(|) eta o = f'(?)! 

pour t = 'z. II est inutile d’ajouter que « doit obtenir, dans la mfeme 
supposition, la valeur ? ; en effet, eette valeur particuliere ne sera pas 
comprise dans les int^grales des Equations (i), (2), (7), (9), attendu 
qu’aucune de ces Equations ne renferme Djf. 

Si, dans r6quation (2),. on substitue la valeur de D,a5 tiree de 
I’equation (7), on trouvera 

, V T> P P/ 0 +S.f 

(17) D/® = 5 +-g-/> = g 

De plub, si Ton diff6rentie I’^quation (i) par rapport a i, on obtiendra 
la suivante : 

(18) T -+~ -f- PD/^ H- — o, 

que les valeurs de DfX, Dfca, J>tp, tirees des formules (7), (17) et (9), 

suppos4es distiactes el repr^senties par deux lettres diff^rentes x, alors on devrait 
remplacer I’dquation (3) par la suivanto : 

D«®— pDo,a! = o> 

qu’on rddoirail encore & la formule (16), en prenant 

I = Da® — pT>ei^. 

Alors aussi, en eonsidSrant, dans les intdgrales des dquations (1), (2), (7), (9), les 
qaantilds 

comme des fonctions de x, on obtiendrait encore la formule (i5), ou 

1 = 6 /, 

la lettre c ddsignant toujonrs la valeur de I correspondante d t = x, et par consequent 
celle que foumit I'dquation 

i = DaV> — 
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r^duisent a 

(19) T-)- 5 n-i-SD/« = o. 

Geta pos6, on pourra substituer I’equation (17) a I’^uation (2), et 
r^quation (19) a Tune des equations (i), (17), (7), (9)* Si d’ailleurs 
on observe que, dans le cas od Ton consid^re x, a, p, s comme fonc- 
tions de t seulement, on peut comprendre les equations (7), (9), (17) 
et (19) dans la formula algebrique 

dt dr dzs dp ds 

(20) P/> + Sj ~~ X-t-joH T-t-sH’ 

on conclura d^finitivement que, pour determiner les valeurs cherchies 
des quantiles 

Xy 5J, />, S, 

il suffit de les assujeltir a quatre des cinq dquations comprises dans les 
deux formules 

I F(a?, cy,/ 7 , 5 )=:o, 

(21) ' dt das dm dp ds 

( ■s“‘p'~ P/>-)-Ss~~x+/>n““T + sn’ 

et a recevoir, pour t = 'z,les valeurs particulieres 

^ w. 9> 

dont les trois derniires sont ditermindes, en fonction de la premidre, par 
les dquations (8) et (10). 

Supposons, pour fixer les id6es, qu’a I’aide de I’equation 

F(a:, t, m, p, s)=o 

on 6limine s des trois Equations comprises dans la formule 

, ^ dt dr drs dp 

En integrant ces trois derniires, on obtiendra trois Equations finies 
qui renfermeront avec les quantites 

/, X, m, p, 

OEuvres de C. — S. II, t. XII. 


36 



282 MEMOIHE SUH L’lNTEGRATION DES EQUATIONS 
les valeurs particiilieres representees par 

T, I f(£), r(?).. 

Si, apres I’integration, on elimine p, los deux equations restantes 
renfermeront seulement, avec les quantites variables /, x, m et la 
quantite constante la nouvelle variable ^ dont Teliinination iie 
pourra s'effectuer que lorsqu’on aura assigne une forme particuliere 
a la fonction arbitraire designee par f, Quoi qu’il en soit, le sysUme des 
deux iquations dont il s'agii pourra Sire considers comme equivalent d 
I" integrate generate de Inequation (i) (*). 

(^) La regie que nous donnons ici pour la recherche de Tint^grale gciierale de T^qua- 
tion ( i) peut s’4noncer comme il suit : 

&liminez s de la formide (aa) a Vaide de Vequotion (i); aloTS lea trots equatiotts 
dijf^rentielles comprises dans la formule (aa) ne renfermeront plus que les seulex 
inconnues 

.r, TO, p, 

considiries comme fonctions de la variable indipendante /. Integres ces trois iquations 
de manihre que, pour ^ on ait 

= uy = w, 

puis eliminez p entre les liois integrales. Fous obtiendrez deux equations fades, dans 
lesquelles entreront seulement 

t, X, TO, T, 5, 0), <p. 

Cela pose, U ne restera plus qda eliminer ^ entre ces deux equations finies, jointes aux 
formulas 

a> = f($), 

pour arrioer immediatement d Vint4grale gin4rale de F equation (i). 

11 esL bon d'observer que, la fonction ^(x) pouvanl 6 tre arbitrairement choisie, les 
formules 

a, = f( 0 , ? = 

prSsentent siinplement des valeurs de ca, 9 propres a verifier la condition Dgca — (p = o, 
ou 

(a) Z=rO, 

a laqoeile se reduii, pour t = z, la condition (3) ou (r 6 ), savoir 

(b) 1 = 0 . 

II devait en etre ainsi, puisque, suivant une remarque d4J^ faite, le ebangement de 
variable independanle ram4ne Tint^gration de rdquation (i), consid 4 r 4 e comme une 
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Comme, dans tout ce qui precMe, on peut substituer la variable t 
la variable x, et r 6 ciproquement, il en resulte que les int^grales des 
equations (21) fourniront encore la solution de la question proposee, 
si Ton considisre, dans ces integrates, \ comme constante, t comme 
une nouvelle variable qu’on doit eiiminer, et to, ? comme des 

equation aux derivees parlielles, a Tintegration des equations simultanees (i), (2), (71, 
(9) entre les inconnues 

IBj 

coiisid 4 rees comme fonclions de t, et k la verification de la condition (16) ou (b), qui se 
d6duit elle-mtoe de la condition (a), en vertii de la formula (i 5 ), ou 

(c) i = e/. 

Si la nouvelle variable independanle et la valeur de x correspondante a £ = t 4 taient 
supposees distinctes et repr^sentees par deux letlres diif 4 rentes oc, alors on devrait 
remplacer T^quation (a) par la suivanle : 

DaW— />D«^==o, 


qii'on reduirait encore a la Cormule <16; ou (b) en posant 

I = Datur— joDota?. 

Alors aussi, en consideraiU, dans les integrates des equations (i), (2), <y), (9}, les 
quantitds 

S; 9 

comme des fonclions de a, on obliendraiL encore la formuleOo; ou (c), de laquelie on 
conclurait encore que, pour satisfaire a la condition ( 3 ) ou (b), il suffil de verifier la 
condition (a). Mais, comme on aurait 


/ = Da<i) — 9DaJ, 


on pourrait verifier la condition (a) ou 

DaW — 9Da? = o, 


soil en prenant, comme ci-dessous. 


soil en supposant 


c*> = f(0, 

Daco=o, 


Da£ = o, 


c'est-a-dire, en supposant q> et $ coiistautes et inddpendanies de la variable a. D'ailleurs, 
dans cetle derniere supposition, I’dliminalion de a entre les deux ^uationS finies qui 
renferment 

t, Xj UT, T, cu, 9 


se reduira simplement k ^'Elimination dc 9 ; et les conditions (a), (bj, etant verifiEes, 
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fonctions de cette nouvelle variable determinees par des equations de 
la forme 

(23) a) = f(T), € = r(T), 

(24) F(£, T, fi), O, s) =0. 

Appliquons les principes que nous venons d’6tablir a I’integration 
de Fequation aux differences partielles 

(25) ps — ^^=0. 

On aura, dans cette hypothese, 

P = s, S = />, 11 = 0 , X=— T = — 

enlraineroiU la verification de I’equation (i), consider^e comme line Equation aux d6riv6es 
partielles. On peut done 6noncer encore la proposition suivante : 

L’elimiftation de p et de ^ entre les trois integrales tirees de laformule (aa) produira 
une equation resultante qui sera line integrate de Viquatiou (i). 

Linlegrale dont il s’agit ici est non plus Fintegrale g^nerale de Tequation proposee, 
niais seulement une integrale particuli^re qui renferme deux constantes arbitraires lo, 

Si Ton voulait deduire cette integrale particuliere de I’equation i = o, pr6sent6e sous 
la forme 

f d) ^ s=2 

il suflSrait d*observer que, dans le cas o(i Ton subslitue a la variable ind^pendante J une 
autre variable independante a, on a idenliquememt 



et qu en consequence Tequation (d) peut ^tre generalement remplacee par la suivante c 



Or cette derni6re se v4rifie quand w et 5 deviennent independants de a, attendu que le 

second membre se pr^sente sous la forme -• 

o 

Lorsqu une fois on a obtena 1 integrale particuliere qui renferme les deux constantes 
arbitraires o>, alors, pour arriver a fintegrale gen^rale, il suffit de poser, suivant la 
methode de Lagrange, 

w = f(5), 

puis de joindro a f integrale particuliere sa derivee prise par rapport e et en6n d’61i- 
miner g entre Tune et Tautre equation, 

Cest pour cette raison que Tintegrale generate de cbacune des equations (25 ) et (36) 
peut etre ropr6sent6e par le syst^me de deux dquatioiis finies, dont la seconde est la 
denvee de la premiere diffdrentide par rapport a g. 
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et par suite la seconde des forraules (21) deviendra 

dt dx dxs dp ds ^ 

p s t x^ 

ou, si Ton reduit toutes les fractions au m6me d^nominateur ps = xt, 
pour le supprimer ensuite, 

(26) sdt = pdje=—d 7 s = a;dp = tds. 

2 


On tire successivement de la formula precedente 

, . ds dt dp dx , s , p , 

(27) — = — > — > <m=: -2t dt= — 2Xdx, 

' s t p X t X 


puis, en integrant et ayant egard a I’equation de condition o? = 


(28) 

(29) 


rs — 0) = ^ (i* — T*) 







Si Ton multiplie Tune par I’autre les deux valeurs de o — o) que 
fournit Tequation (29), on aura 

(So) (bj — u)*=(a!*- T*). 

En joignant cette derniere ^ I’equation (29) raise sous la forme 

( 3 i) (et— ta) 9 = (f*— T*)^ 


et rerapla?ant to par f(5), (p par f'(i)> on trouvera, pour les deux for- 
raules dont le syst^me doit repr^senter I’int^grale gen6rale de Tequa- 
tion (25), 




Dans ces deux derni^res forraules, t d^signe une constante choisie k 
volonte, et $ une nouvelle variable qu’on ne peut eliminer qu’apres avoir 
fixe la valeur de la fonction arbitraire f. II est bon de remarquer que la 
seconde des equations (32) n’est autre chose que la d6riv6e de la pre- 
miere relativement a la variable 
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Si Ton reunit Tequation (3i)a r6quation(29)inisc sous la forme 
(33) (ro— = 

si d’ailleurs, en considferant 5 comme constante et x comme variable, on 
remplace to par f('c) et ?par f(T), on obtiendra deux nouvelles equa- 
tions, savoir 

dont le systeme sera encore propre a repr6senter I'integrale g^nerale de 
I’equation (25). La secondedes equations (34) est lad6rivee de la pre- 
miere relativement a t. 

On prouverait absolument de la meme mani^re que I’integrale gene- 
rale de Liquation aux differences partielles 

(35) ps — rs = Oy 

est representee par le systeme de deux formules tr^s simples, savoir 
de I’equation 

(.36) (et*— «*}=(« — ?) (f — T) 

et de sa derivee prise relativement a Tune des quantit6s t consider6e 
comme variable, w 6tant cens6c fonction arbilraire de eette meme 
variable. 

La methode que Ton vientd’exposern’estpasseulement applicable a 
I’integration des equations aux d^rivees partielles a deux variables 
independantes ; elle subsists, quel que soit le nombre des variables 
independantes, ainsi qu’on peut aisement s’en assurer. 

Prenonspourexemple le cas ob il s’agitd’une equation auxderiv^es 
partielles it trois variables independantes. Soit 

(37) V(,x,y,l,ns,jj,q,s) = o 

cette equation, dans laquelle o designs toujours une fonction inconnue 
des variables independantes j?, y, t et p, q, s les derivees partielles de o 
relatives k ces memes variables. Pour determiner complktement la fonc- 
tion o, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit verifier I’equation (37); 
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il sera de plus necessaire que cette fonction soil assujettie a une autre 
condition, par exemple a obtenir une certaine valeur particuliere pour 
une valeur donnee de t. Supposons en consequence que la fonction co 
doive recevoir, pourf = ”1:, la valeur particuliere Lesfonctionsy) 

et y, ou les d6riv6es partielles de cs, relalives k a? et a y, obtiendront 
dans la mfime hypothkse les valeurs particuli&res 


que je designerai, pour abreger, par 

r(jr,r) et fAx,y). 


11 s’agit maintenant de caiculer la valeur g^nerale de s. On y parviendra 
de la manikre suivante : 

Remplacons x et r par des functions de / et de deux nouvelles va- 
riables independantes yj. Lesquantit6s ( 3 ,p, q,s, qui etaient functions 
dea?, V, t, devlendront elles-memes functions de t], t, et Ton aura, 
dans cette supposition, 

( 38 ) D<ro = 5 -t-/>Dta?-l- 3 'Dty, 

( U,jro = y>D,,a:-<-yD,,v. 

On tire des trois equations precMentes 


D5 s = D//>D5 a? — D/a? Dj p -t- D/^f Dj y — D/y Djgr, 
Dr,.T = D,/>D,,ar — D<a- Dr.i? -+- Htq D,|y — D/y l\q. 


Si de plus on designe par 


X dx -1- Y cLy -}- X clt 11 -+- P dp -i- 0 dq - 4 - S ds 

la differentielle totale du premier membre de I’^uation (37), on trou- 
vera, en dilf^rentiant successivement cette Equation par rapport a 5 et 
par rapport k y], 

( (X 4 -/>lI-t-SD,/>)I) 5 a?-t-(Y 4 -?n-)-SD/y)D 5 y 
\ +(P— SD/a?)D|;/-^(Q — SD/y)D5? = o, 

( 4 «) ( 

I (X -t- SDfj») D,)ar-|- ( Y -h yll -f- SD/^'lD'ny 

( -l-(P — SD/j:)D,^-i-(0 — SDiy)D,j?=:o. , 
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Obsei’vons maintenant que, les valeurs de x et de v en fonction 
de Y], t, etant tout k fait arbitraires, on peut en disposer de nianikre 
qu’elles v6rifient les equations diff&rentielles 

( 42 ) P — SD,ar=o, Q — SI)ty = o, 

et que de plus elles se r6duisent ('), pour / = t, la premiere a la 
seconds a v). Les valeurs de x et de / 6tant choisies comme on vient 
de le dire, les equations (42) donneront 

( 43 ) X W- pJl. 4“ St)//J — O, Y 4“ 4“ SD/^ — 0! 

et si Ton fait en outre 

(44) <a = f(c,-fl), <|i = f'(?,Yi), X = 1’/(?»T0), 

on reconnaitrafacilement que la question proposee se r6duita int6grer 
les equations (38), (42) et (43), aprks y avoir substitu6 la valeur de s 
tir6e de I’kquation (37), et en y considerant 

y. w, p, q 

comme des fonctions de t, qui doivent respectivement se reduire a 

?. Z 

pour r = T. Si entre les integrales des cinq Equations (38), (42) et (43), 
on 6limine p et q, il restera seulement trois Equations finies entre les 
quantitks x,y, o, la quantite constants t, les nouvelles variables yj 
et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir : w = f(f , yj), 
? == f'(?» yj), X = ^)* systime de ces trois Equations finies, entre 

lesqueUes on ne pourra iliminer %ett\ qu'aprh avoir Jixk la valeur de la 
fonction arbitraire f(a?,/), doit 6tre consideri comme equivalent a Vinte- 
grale ginirah de Viquation {Sq). 

Les valeurs dear,/, ra, p, q, d4termin6es par la m4thode pr^cedente, 

(1) Nou 3 supposions ici que les valeurs t) de « et de/, correspondantes i t = t, se 
rdduisenl aurnottveUes variables iuddpendantes; mais ceite rdduction n’est pas ndces- 
saire, et 1 on peut tirer de la supposition contraire des consequences qui meritent d’etre 
remarqu^es, comme on le verra ci-apre& 
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satisfont d’elles-memes aux equations (Sg). En effet, si Ton suppose 

DtjCJ - pYir,^ — q\\y = J. 

\hm — pDiJC -- qDiy = 

puis que I’on diff6rentie successivement I’equation ( 37 ), par rapport 
a ^ et par rapport yj, en ayant 6gard aux equations (38), ( 42 ) et (43), 
on trouvera 

IRh-SD,! =0, 

JU H- SD,J = o. 

et par suite (') 

l = /e 


PlU , /•** II . 

X s'" , _ ■ -X JT"' 


(0 M ®st bon d’observer que les deux formules iei oblenues se deduisent uniquement 
des equations (37), ( 38 ). (42), ( 43 )et deleurs int^grales qui renfermeront generalement, 
avec les inconnues 

y-) Pi 

considdrees comme fonetions des variables independanles ^ les quantitds 

Si «*>i ?i Xi 

c’est- 4 -dire les valeurs particulieres de x, j, m, p, 7, corrospondantes h t = z. Done ces 
deux formules continueront d’etre verifiees par les valeurs gendrales des fonetions 

1 = /7D5X — J = — p^rr^ — 

et par leurs valeurs partieulidres 

£ = D^to — y = Dr.o) - o ? — / D^jT,, 

correspondantes k t = z, dans le cas meme oii, les valeurs generales des inconnues 

Ti Pi 9i ^ 


etant fournies par les intdgrales des equations (87), ( 38 ), (42), ( 43 ), les quantiles 


’ll ^*>1 ?i X 

ne seraient plus assujetties aux conditions (44)- 
Si, dans les deux formules dont il s’agit, on pose, pour abreger, 


0 = . ", 

o 




e = c* 


elles deviendront 


I = e/, J = ey. 


Si les nouveiles variables inddpendantes dtaient supposdes distinctes des valeurs ti 
de X, r correspondantes a f = v et reprdsenldes par d'aulres lettres a, 6, alors on devrait 
OEuvres de C, — S. U, t. XII. 3^ 
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^ etant consider^ comme une fonction de v), e, et i,j designant les 
valeurs de I et de J correspondantes a i = t. De plus, comtne ces valeurs 

remplacer les equations ( 3 g) par les suivantes 

(e) Da®-JuDa.r — 7Da7 = 0, Dgru— pDg.r — 7Dg/= o, 

que Ton rSduirait a la forme 

1 = 0, J = o, 

en posant, pour abr 4 ger, 

I = DatiT--/ 7 Da. 2 ?— J = Dg® -/^Dg^ — ^Dg/. 

Alors aussi, on considerant, dans les inl 4 grales des dquations (87), ( 38 ), (42), ( 43 ), los 
quantiles 

it 9i X 

comme des fonctions de a, on obtiendrait encore les formules 

l=:0f, J = 67’, 

les lettres f, j designant toujoiirs les valeurs de I, J, correspondantes a f = x, et par 
consequent celles que fournissent les equations 

e = Da« ©DaS — y.Dar,, j= Dgo) — oDgJ — /.Dgr). 

D*ailleurs, pour que le systems des trois equations resultantes de reiimination des va- 
riables p, 7, s entre la formula (87) et les cinq integrales des equations ( 38 ), (42), ( 43 ) 
puisse representer une integrale de la formule (87), considdree comme une equation aux 
derivees partielles, il suiTit encore, dans la nouvelle liypothese, que les conditions 

1 = 0, J = o 

se trouvent verifiees, ei c’est ce qui aura effectivement lieu si les valeurs de i, j, liees 
avcc celles de I, J par les formules 

I=:0£, J = 0i/, 

se reduisent k zero, c’est-d-dire si Ton a 

« f = o, 7 = 0, 

ou, en d’auires termes, 

(f) DaUi — ^DaS — x^oc'n = O, Dgm — (pDg? — = <>' 

Or on satisfait k ces dornieros conditions, soft en prenant comme ci-dessus 
(0 = f(5,i,), ? = r(S,T^), x = 

soil en siipposant (o, constants et independants des nouvelles variables a, S. 
Enfin, dans celte supposition, reiimination de a, 6, entro les equations dnies qui renfer- 
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seront evidemment donn^es par les Equations 


i = D5W — 905; = — f' (?,■»)) = 0, 

j = Dr.u — 7,Dr,ri = f,(^, m) — f;(^, vi) — o, 


meront 

,r, Bj, Ti, (u, 7^ 

se r^duira simplement a relimination de o, On pent done dnoncer encore la proposition 
suivante : 

L' elimination de p, o et entre les cinq integrales tirees des equations ( 38 ), ( 42 ), 

( 43 ), produira une Equation resultante qui sera une Integrale de V Equation ( 37 ). 

L’int^grale dont il s'agit ici est non plus Tint^grale generate de la for mule ( 87 ), 
consid6r4e comme represenlant une Equation aux derivdes partielles du premier ordre, 
mais seulement une integrate particuliere qui renferme trois constantes arbitraires (u, 
5j 

Lorsqu’une fois on a obtenu cette int4gral6 particuliere, alors, pour arriver a I'int^grale 
generate, il sufiSt de poser 

“ = ^(^.’ 1)5 

puis de joindre 4 I’integrale particuliere ses deriv4es prises par rapport 4 $ et a t; , puis 
enfin d’41iminer $ et iq entre cette integrals et ses deux d4riv4es. C’est pour cette raison 
que rintegrale g6n4rale de chacune des equations ( 48 ) et ( 69 ) peut etre representee par 
le systeme de trois equations dont les deux dernieres sent les derivees de la premiere 
dlfferentiee par rapport a $ et a t). 

En resume, on voit qu’etant donnee une equation du premier ordre entre plusieurs 
variables independantes 

•••5 ^5 

une inconnue vs et les derivees 

Pt • • • > ^ 

de cette inconnue, relatives aux variables a?, ..., t, Tiniegrale generals de cette 

equation pourra toujours etre obtenue par la methode que j'ai donnee en 1819 . Alors 
cette integrals se trouvera exprimee par le systems de plusieurs equations dont le nombre 
sera celui des variables independantes. Ges equations renfermeront avec les variables 


d’autres variables 


^7 •••? 


qui devront etre eiiminees, et qui representeront des valeurs particulieres de 


^7 7? ---i 

correspondantes k une valeur donnee v de r, dans les integrales des equations different 
lielles substituees k requation proposes. Observons d'ailleurs que Tune des equations 
dont il Skagit sera elle-meme une integrals particuliere de laquelle on deduira aisement 
toutes les autres equations et par suite Fintegrale generals. Cette integrale particuliere, 
qui avail ete deje mise en evidence dans les applications de la methode generale k des cas 
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on ea conclura g6nei*alement 

1 = 0 , J = o. 

Si Ton diff6rentie par rapport a £»r6quation (37), etque dans I’equa- 
tion d^rivee ainsi obtenue on substitue pour 

R/*', R/j, R<ro> R//>i R<9'> 

leurs valours tiroes des formules (38), (42) el (43), on trouvera quo 
cette equation se r4duit a 

(45) T4-m-t-SR«s = o. 

Si de plus on designe par ? la valeur particulifere de s correspondante 
i r = T, cette valeur particuliere'satisfera evidemment a I’^quation 

(46) F(^,Yi,'r, w,<p,%, s) = o. 

Enfin, si Ton observe que, dans le cas oil Ton consid^re 

y, m, Pi g, Sf 

comme fonctions de t, on pent comprendre les equations (38), (4^), 


determmSs, est precis6meat celle a laquelle M. Jacobi est parvenu en ]836. Pour 6tablir 
gcnoralement I’existence de cette int^grale, il sufiit, comme nous Tavons vu, de recourir 
aux formules 

(g) Da<*) — = Deco — <pDgJ — • • • = 

et, pour deduire ces formules mtoes de celles que j'avais trouv6es, il suffit de concevoir 
que les nouvelles variables ind^pendantes, substitutes a;ir, j, sent distinctes de v), .... 

Si Ton se sert de la lettre caraettristique o pour indiquer une dilftrentiation relative t 
Tune quelconque des variables indtpendantes 


Tune quelconque des equations (g) pourra ttre prtsentte sous la forme 
(h) 00) — 90$ — — ,..=xa. 

II y a plus : cette derniere Equation comprendra le systtme entier des formules (g), si, 
comme Ta fait M.Binet, on se sertde la caracteristique 0 pour indiquer une differentiation 
relative, non plus t une seule des nouvelles variables a, 6, mais au systtme entier 
de ces variables, (^oir ci-apres le second paragraphe du Mtmoire.) 
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( 43 ) et ( 45 ) dans la formule alg6brique 

dx dy dt dm dp 

U7) p’ — iy — 's — + X 4 -/?n 

dq ds 

~~~ Y + yH T+7n’ 

on conclura, en definitive, que, pour determiner compietement les 
quantites 

y, p, q, s, 

il suffit de les assujettir a six des equations comprises dans les for- 
mules (37), (47) et b recevoir, pour f = t, les valeurs particuliferes 

I. ft, %. s. 

dont les quatre dernieres se trouvent exprimees en fonction des deux 
premieres par les equations (44) et (4^). 

Appliquons ces principes k I’integration de I’equation aux derivees 
partielles 

(48) pq$z=xyt. 

Dans cette hypothfese, la formule (47) deviendra 

dx dy dt dis dp dq ds 

qs ps pq 3 pqs yt xt xy’ 

ou, si Ton reduittoutes les fractions aumeme denominateurjo^f 
pour le supprimer ensuite, 

( 49 ) pdx = qdy = sdt=^drn-=xdp=ydq=tds. 


On tire de cette derniere formule 


(5o) 


dp dx dq dy ds dt 

p~x’ T~~y’ T~T' 


dtn = S—xdx = S—ydy = Z -tdt, 

X Y'' •' t ’ 
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puis, en integrant, 


.(5i) 

( 52 ) 


p X q y 

^ — s~t’ 

TO — 6) = - 2.(a;»_^») = 1 2^(y* — 71*) = - -(<*~T*). 
2^' 27l'*^ ' 27' 


Si maintenant on multiplie Tune par I’autre les trois valours do cd — to 
quo fournitIaformuIe(52), ouseulement deux do cos valours, enayant 
6gard a I’equation do condition 

(53) <px.? = ^Y)z, 


on trouvera 

(34) (ZJ - to)>= ^(^*- I*) (/*- 71*) (f*- T*), 

I (7iT-a.)*=|i(y*-7i»)(f* -r*), 

(Bi-a))*=| 2 (aj*-£*) (f*-T*), 
(«T-u)*=|I(;r*-?*) (7*-71*). 

Enfin, si dans I’equation (54) ot dans les deux premieres des equa- 
tions (55) on remplace 

(aparf(|,7i), (p par f'(|,7i), x par 


on obtiendra trois formules dont le syst^me repr^sentera I’int^grale 
gen4rale de I’equation (48), savoir : 


(56) 

(57) 


[® - f(?,r,)]»= ^ (a!*-$*) (j*- 71*) («*- r*), 
[®- f(5, 71)]* f'(4, 71) = |(:K*— 0*) (f*-T*)^, 

[®-f(?,7l)]*f,(^,7l) = |(2;*-5*) (f*.-T*)71. 


Dans ces trois formules, v designe une quantity constante, et 5, vj deux 
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nouvelles quantiles variables qu’on doit eliminer, apres avoir fixe la 
valeur de la fonction arbitraire On peut remarquer que les 

equations ( 67 ) sont les deriv 6 es de I’^quation (56) prises successi- 
vement par rapport a $ et par rapport k r). 

En general, si Ton considkre (o comme fonction de vj, t et que Ton 
fasse 

(58) D5&) = 9, D,i&) = x, Dturrs, 

les trois Equations (55) ne serontque les d 6 rivees de I’^quation (54) 
prises relativementa t], v; et, si dans I’equation (54), r^unie adeux 
des Equations (55), on regarde Tune des trois quantiles 


fi-, f. 

comme constantc et les deux autres comme variables, on obtiendra un 
systeme de trois kquations finies propres k repr 6 senter I’integrale gene- 
rale de I’equation aux d^riv^es partielles 

pqs — a:yt = o. 

En appliquant la methode ci-dessus exposke k I’equation aux dkri- 
vees partielles 

(59) pqs~ia=o, 

on trouveraitque I’intkgrale g^nkralede cette derniere peut etre repre- 
sent 6 e par le systkme de trois formules tres simples, savoir, de I’equa- 
tion 

(60) (cr^ — w^)* = 8(ar— ?)(y — — t), 

dans laquelle o> est censec fonction arbitraire de I, v], t, et des deux 
dkriv^es de la meme Equation relatives a deux des trois quantites i, r^, v, 
lorsque Ton considkre une de ces trois quantites comme constants et 
les deux autres comme variables. 

L’ extension des m^thodes prkcedentes k I’integration des Equations 
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aux differences partielles qui renferment plus de trois variables inde- 
pendantes ne pr^sentant aucunedifficulte, je passerai, dans un second 
article, a Texposition du travail important dc M. Pfaff sur les objets 
que je viens de traiter. 


11. — Sur une formule de laquelle on deduit d volonte ou Vintegrale 
generate d^ une equation aux derivees partielles du premier ordre, ou 
une integrate particulihre qui renferme des constantes arbitraires dont 
le nombre est precisement celui des variables independantes. 


Int^grer I’^quation aux derivees partielles 
(i) ¥ix,y,s,...,t,rs,p,q,r, ...,s) = o, 


dans laquelle 

( 2 ) ^ = 5r = Djr®, r = DsCJ, « = 


c’est trouver pour 
des fonctions de 


• • • ? •''S 

* j ^9 


qui verifient simultanement la formule (i) et I’^quation 
(3) drs = pdx + q dy-h rds +. . . + sdt. 


Lorsque les n variables ar, y, z, i restent independantes entre elles, 
I’equation (3) doit fetre v6rifi6e, quelles que soient leurs valeiirs. Done 
elledoit etre v6rifi6e quand toutes cesvaleurs, a I’exception d’une seule, 
deviennent constantes, e’est-a-dire qu’alors I’equation (3) entraine les 
formules ( 2 ). 

Supposons maintenant que les n — i variables 


^5 y^ ^9 * • • 

deviennent fonctions de t et de constantes arbitraires. Les valeurs de 


P* Q 9 ^9 • • ^9 

(jui verifient ies formules (i) et (3), pourront elles-mfemes etre consi- 
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derees comme des fonctions de t et des constantes arbitraires dont il 
s’agit. D^signons, dans cette hypoth^se, k I'aide de la caracteristique 8, 
une differentiation relative k une ou a plusieurs de ces constantes 
arbitraires, devenues variables, mais variant independamment de t. 
On tirera de I’equation (3) 

d pd ^d -h . • • -f* d^c op -i- dy 8 ^ *4” • • • *4” d£ 8 sj 
OU, ce qui revient au meme, 

d( 8 m — p 8 x — q 8 y — ...) = da! 8 p + dy 8 q 4-...4- dt 8 s — dp 8 x — dq 8 y—..,. 

Or, cette dernifere equation se reduira simplementk une equation diffe- 
rentielle lineaire de la forme 

(4) d(^ 8 m — p 8 x — q 8 y — r 8 z — . . .) = 6 ( 8 n 7 — p Sx — q 8 y — r 8 s — . . .) dt, 

si I’on choisit le facteur 6 de manikre k verifier la condition 

(5) (0/j dt — dp) 8 x-h{Qqdt—dq) 8 y + {Brdt — dr) 83 -^. .. — Bdt 8 rs 

•{•dx 8 p + dy8q-^d3 8 r-‘r...-^dt 8 s = o. 

D’ailleurs, si Ton nomme 

X, Y, Z, .... T, n, P, Q, R S 

les derivkes partielles de la fonction 

Y{x,y, 3 , ...,t,m,p,q,r, ...,s) 

prises par rapport aux quantites 

X, y, s, t, m, p, q, r s, 

on tirera de I’equation (i), differentiee par rapport aux constantes arbi- 
traires, 

(6) X 8 x -H Y 8 y - 4 - Z 8 s - 4 -. • ,- 4 - H 8 w -4- P 8 p -4- Q 8 q - 4 - R ^r -I- • . .-4- S ^ — o j 
et par suite, pour verifier I’equation (5), il suffira d’assujettir 

y* •••? P, ^7 •••9 

OVmm <& C. — S. U, t. Xn.| 38 
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consider6s comme fonctions de t, a verifier la condition 


Bpdt — dp dqdt — dq drdt — dr — ddl 

^ - Y - g jj 

dx ^dy _ds dt 


~ P “ Q “ R s' 

Or on tire de la formule (7) 

( 8 ) 

puis de cette mSme formule, combinee avec I’equation ( 3 ), 

( \ — — 

^ P Q K S P/>-f"Q^ + K/* . . . -f- S ^ 

_ dp dq dr __ 

-~(K+pR) -_(YH-yn)~-(Z + rn) 

Pour passer imm6diatement de la formule (7) k la formule (9), il suffit 
d’observer que les fractions egales entre elles sont encore kgales k celles 
qu’on obtient quand on divise la somme des numkrateurs de quelques- 
unes de ces fractions par la somme de leurs denominateurs, ot qu’on 
peut mkme, dans ces deux sommes, substituer aux deux termes de 
chaque fraction le produit de ces deux termes par un facteur arbitrai- 
rement choisi. 

Concevons a present que, s ktant elimine de la formule (9) a I’aide 
de I’equation (i), on integre les an — i Equations differentielles que 
comprend la formule (9). Leurs integrates generates renferme- 
ront an — I constantes arbitraires 

U, ?, M, (p, X' ‘I'l ••• 

qui pourront fitae censkes reprksenter des yaleurs particulikres des va- 
riables 

X, y, z, w, p, q, r, ... 

correspondantes k une valeur donneev de la variable et ces integrates 
elles-memes pourront etre presentees sous les formes 

( ® =?> 


(10) 


w, 
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les lettres 

ij-, .. , Q, <S, t, ••• 

d6signant des fonctions d^tertnindes dc x,y, s, t, ns, p, q, r, 
qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se redui- 
ront respectivement a 


CO ) ^ ^ •••1 


pour la valeur t: de i, en sorte qu’on aura, pour r = t, 


(«0 

Lorsque 


jx = ^, y = -n, s = K, •••' BJ = w. 

(p = 9> q=iy = •••• 

d, X, y, 2, . . . , ns, p, q, r, ... 


sont d6termin4s, en fonctions de i et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et (lo), alors en posant, pour abr6ger, 

r^at 

(la) 0r=e*'* , 


et integrant la formule (4), consid^ree comme une Equation difPferen- 
tielle lin^aire, on obtient, entre la valeur g6n6rale du polynome 

$ns—pSx — qSy — rSs, ... 

et sa valeur initiale 

3&) — (p5^ — %3 yi — ...» 


correspondante k r = t, une relation exprim^e par la formule 
(i3) — p$x — qdy — rSs — . . .= 0(d(a — o — 4'^? — • • •)• 

Jusqu’ici nous avons suppose quc, dans les formules (lo), les 
constantes arbitraires 


•»), c, ..., &), f, x? 4'» ••• 

restaient ind^pendantes les unes des autres. Supposons maintenant 
qu’elles se trouvent assujetties k verifier certaines Equations de con- 
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dition 

(1 4 ) X = o, 11 = 0, y = o, 

dont les premiers membres 

[A, V, ... 

representent des fonctions donates de 

Yj, 0), (p, 5^, •••• 

Si ces ^uations de condition sonttelles qu’on ait 

(15) = 9 + 4'^? + . . .. 

la formule (t3) donncra g^neralement 

(16) 3isr = jP 3a! -i- ^ -h r ds -h . . . ; 

en d’autres termes, pour que la difference 

Sd — p3a! — g3y~r3s — ... 

s’evanouisse, il suffira g6neralement que la difference 
3(u — <p3^ — 5C ~ • 


se reduise z6ro. Observons d’ailleurs que, chacune des ^uations (i4) 
6tant de la forme 

si Ton en elimine les constantes arbitraires k I’aide des formules (lo), 
on obtiendra une autre equation de la forme 

/(X-, -7, & a, A, . . .) = o, 

qui etablira une relation entre les quantites variables 

Concevons a present ^que les Equations de condition, c’est-A-dire les 
formules (i4)> soient en nombre 6gal a n. Si I’on en elimine 

K, 


• . . , 


a, 


?» --M 
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a I’aide des formules (lo), elles se transformeront en n autres Equations 


(ly) — o, t)!!" — o, 5^ — Oi •••? 

qui ne renfermeront plus que 

y ^ Ju, ■ • P'i ^ > • • • ? 

et pourront servir k determiner 

Py ^ ‘ 

en fonction de 

X, y, 3, -.•) 

Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de 

P% » 

ainsi obtenues, et la valeur correspondante de^ tiree del’equation (i), 
v6rifieront la formule (S'). 

Pour que les valeurs de 

tirees des formules (i) et (lo), et representees par des fonctions deter- 
minees de 

ty n, K, w, . <p, '{'» •••’ 

deviennenf propres a verifier les Equations (17), il suffira que, dans 
ces valeurs, les constantes arbitraires 

^9 'fit Cl ?S %9 4^9 •••I 


cessant d’etre independantes les unes des autres et de la variable t, 
soient assujetties a verifier les conditions (i4). Mais alors la valeur du 
polynome 

dis —pdx — qdy — rds — .. . — s dt, 

qui 6tait nulle, en vertu de I’Squation ( 3 ), se trouvera augmentke de la 
quantite 

5® — pBx — qby — r ds — . . 

le signe S indiquant une differentiation relative au systkme entier des 
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constantes arbitraires. Done, pour que I’^quation ( 3 ) continue do 
subsister, il sufilra que les Equations de condition etablies entre les 
constantes arbitraires, e’est-a-dire les equations (i4)» entrainent la 
formule (i6), ou, ce qui revient au m^me, la formula (i 5 ). Done, si 
les constantes arbitraires 


u, (p, X’ 4'’ 

sont assujetties a verifier n Equations qui entrainent la formule (i 5 ), 
r^quation (i), consid6ree comme une Equation aux deriv^es partielles 
du premier ordre, sera integree, e’est-a-dire v6rifi6e, en mOme temps 
que r^quation ( 3 ), par les valeurs de 

A • • • J 


tirees des formulas (17). 

En r6sum6, par la methode prec6dente, I’int^gration de I’equation 
differentielle 

ihs —p dx q dy r dz s dt, 

dans laquelle les 2/1 + 1 variables 

CCt y 9 ***> ^ 

sont liees entre elles par la formule (i), se trouve ramenee k I’int^- 
gration de la seule Equation differentielle 

5(1) z= 9 + % Syj -4- ij; 4- . . . , 

qui ne renferme plus que 2/1 — 1 variables. D’ailleurs, en vertu de cette 
derniere equation, dont le second membre renferme les differentielles 
des seules variables 

Tfi, •••) 

0) ne pent etre qu’une fonction de ces variables, et rien n’empeche de 
supposer ces memes variables independantes. Or, dans cette suppo- 
sition, la formule (i 5 ) donnera 


(18) 


Dew = 9, Dr,w=x, D!;(d = iJ(, 
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Si, pour fixer les idees, on represente par 

la valeur de to, f(?, v), . .) pourra fitre une fonction quelconque 

de yi ,\, .. et les formules (i8) donneront 

j »=t(5. 

Ces derniferes formules repr6senteront en effet les integrates les plus 
generates possibles de I’equation differentielle 

Su = (p 3^ -h d? + . . . . 


Si Ton y substitue les valeurs de 

Y), K, ..., <a, 9, z, t]/ 

tirees des formules (lo), on obtiendra n autres equations 

~ O, OIL O, iPL .TZ: Oj • • • ) 


qui representeront n integrates de requation(3)jointeklaformule(i). 
Enfin, si entre ces n autres equations on elimine 

/>, q, r, 


on obtiendra une equation definitiye 
(20) 9 C=:o, 


qui renfermera seulement les variables 

Sy * ■ * 9 

Done cette equation definitive sera une integrals de la formule ( 1 ), 
consideree comme une equation aux derivees partielles. Elle en sera 
meme I’integrale generate, puisque la relation, etablie par cette inte- 
grate entre les n variables independantes 


y, 




t 
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et I’inconnue w, dependra de la fonction 

c’est-a-dire d’une fonction arbitraire de n - 1 variables ind6pendantes. 
Si Ton vent savoir k quoi se rdduiront, pour t — les valeurs de 

tirees des formules 

^n=0, OIL/ — 0, (Db “ 0, 

il suffira d’observer que, pour « =1:, les formules (10) se rkduisentaux 
formules (1 1), et que Telimination des constantes arbitraires 

Y), «), <p, <1^, ... 

entre les formules (i i) et (19) fournit les equations 

( r 3 =:t{x,y,s, 

/> = D,f(ir,y,5,...), 9 = Dyf(ar,/,s, ...), r = T>,t{x,y,z,...), .... 

Done la valeur g6nerale de cb, 'fournie par I’kquation (20), serapr6ci- 
s6ment celle qui a la double propriete de verifier, quel que soit t, 
I’equation (i) consid6r6e comme une equation aux derivees partielles, 
et, pour « = T, la condition 

( 22 ) ns—t{x,y,s,...). 

II est bon d’observer qu’ktant donnke la valeur initials f(a?,7, s, ...) 
de I’inconnue cs, I’Squation (22), combinke avec les formules (2), 
entrainera, pour t=':, toutes les formules (21), desquelles on deduira 
immkdiatement les formules (i9)> en substituant aux lettres 

cpf Sf •••9 ^9 ^9 ^9, •••9 

les lettres 

S, n, C, ?i X» 

La mkme substitution sufiira pour dkduire la formule (i 5 ) de I’^qua- 
tion ( 3 ) rkduite, pour une valeur constante t de r, k la formule 


dEj=pe(a!-hgrciy + r(iz + .... 
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Nous avons jusqu’a present laiss6 la fonction ...), ou la 

valeur initiale de I’inconnue a, entierement arbitraire. Si cette valeur 
initiale etait r^duite a unc fonction d^terminee de cs et den constantes 
arbitraires a, S, y, r6quation (20) repr6senterait non plus I’int^- 
grale generale, mais ce que Lagrange appelle une solution compUte de 
r^quation (i). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 

-n, K, ... 

ind^pendantes Tune de I'autre, ce qui permet de passer de la for- 
mulc (i 5 ) aux equations (18), on pourrait reduire s6parement a zero 
chaque terme de Liquation (i 5 ) en posant 

5^ = 0 , dyj = o, 5? = o, . . . , do) = 0 , 

c*est-a-dire en supposant 

n, K, •••. w 

ind^pendants des variables 

cj, (j’s .... 

Done les seules equations 

(23) X = l ^ = 5b = ?, .... Q = W 

C 

fourniront des valeurs de 


p, g, r, ... 


qui, etant exprim^es en fonction de 


et de 


X, y, z, ..., t 
n. • • • 1 


v6rifierontsimultanement les equations (i) et ( 3 ), quand on continuera 
de consid6rer y;, co comme propres i repr6senter des constantes 

QEuvres deC. — S. II, t. XIL ^9 
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arbitraires. Si, entre les formules ( 23 ), on climine 

ju, r, 

on obtiendra une certaine Equation 
(24) K = o 

tres distincte de la formule (20), et qui repr6sentera non plus une 
solution complete quelconque de I’equation (i), mais la solution 
complete dont j’ai signale une propri6te (') reraarquable dans les 
Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences Cette solution 
complete sera encore celle dont I’existence pent 4 tre constat6e k I’aide 
des formules etablies dans mon M6moirc de 1819, pour les cas parti- 
culiers trait6s dans ce M6moire, ct a 616 d6montr6e, pour tous les cas, 
dans les M6moires de M. Jacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus d6velopp6s deviennent plus sym6triques, lors- 
qu’aux divers rapports compris dans la formule (9) on joint le suivant : 

ds 

-(T + sR)’ 

qui 6quivaut lui-m6me a chacun des autres. Alors aux integrates (lo) 

(}) Cette propri^lo corisiste en ce que la solution complete dont il s’agit rdsulte de 
I’dlimination do p, q, Py ... enlre n irttegrales particuli^res de T^quation caract 6 ristiquo 

PD.ty •+• QDy8-f- (P^ -H- Qq 4 - Rr + Sf) 

(X 4 - ^n)D^e — ( Y 4 - ^IT)D^y — (Z 4” rn)D;.s — , . , = o , 

correspondante au sysl5me des Equations difTdrentielles comprises dans la formula ( 9 ). 
En effet les formules (aS) reprdsenlent n intdgrales pariiculieres de cette Equation carac- 
t 6 ristique, savoir : celles qu’on obtient lorsqu’on prend successivement chacune des 
quantit^s variables 

'^3 J'7 ••• 1 ^ 

pour valeur initiale de Tinconnue a, c’est-a*dire, pour la valeur de » correspondante 
i une valeur donnee x de la variable r, et qu'en consequence on rdduit successivement 
rinconnue ^ ^ chacun des termes de la suite 

S, Tl, U), 

considerd conime fonctioii de.r,j, 5 , ... 5 ^, /?, ^, /*, 

(*) Voir : OEuvres de Cauchjr, S. I, T. VI. Extrails iCl, 162, 163. 
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se joint une nouvelle integrate de la forme 

'"•i 

S=s, 

les lettres X, %, a S designant des fonctions d^ter- 

min^es de a?, y, s, t, cb, p, q, t*, .... s, et ? uneconstante arbitraire 
li6e avec les autres par la formule 

F(|. 1^, C. • • ■ . s) =0. 

Observons encore qu’on pourrait r6duire a une constante donn6e et 
non arbitraire, non plus la valeur partieuliere x de t, mais la valeur 
particuli^re de Tune quelconque des autres variables ind6pendantes, 
ou meme de I’inconnue co, ou bien encore d’une autre variable liee a 

a?, y, z, t, ro 

par une equation donn6e. Dans ces diverses hypothfeses, en op6rant 
toujours de la m^me manifere, on obtiendrait, au lieu de la for- 
mule (i3), d’autres formulas qui seraient toutes comprises, comme 
cas particuliers, dans la suivante : 

(aS) ^ — p3x — qSy — rSz — ... — sdt 

= 0(3m — — ... -s^t). 


Dans r6quation (aS), tout comme dans I’fiquation (r3), on pent sup- 
poser a volont6que le signe Sindique les differentiations relatives, soit 
a tout le systfeme des constantes arbitraires, soit k une partie de ce sys- 
t6me. D’ailleurs, si co, ®, x> 'J'j ••• fonctions de v], Kt •••> la 
formule (i3) se trouve une foisd6montr6e pour le cas oti Ton fait varier 
une seule des quantites 

n, • • • 1 

elle se trouvera demontree par cela m§me, pour le cas oti Ton fera varier 
toutes ces quantites simultan6ment. Cette simple observation suffit 
pour prouver que la formule (i3)' pourrait se deduire des equations 
^tablies. dans le paragraphs I [woir I'equation (i5) du paragraphs I et 
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les equations analogues de la page 289]. II est vrai que, dans le para- 
graphe I, nous avons, d’unc part, suppose les dilferentiations qu’in- 
dique ici la lettre 0, relatives aux seules constantes arbitraires 

I, V, C, 

et, d’autre part, etablientreces constantes arbitraires des relations qui 
reduisent a zero le second membre de la formule (i 3 ). Mais, comme 
nous I’avons remarqu6 dans les notes placees au bas des pages 279 
et 289, 1’analyse dont nous nousetions servis fournit encore des equa- 
tions semblables a celles que nous avions obtenues, lorsque les rela- 
tions dont il s’agit disparaissent, et meme lorsqu’on suppose les 
diffi6rentiations relatives a des constantes arbitraires distinctes des 
quantit 6 s v), 4, .... 

La formule ( 4 ) avait et6 donnee par M. Pfaff. En integrant cette for- 
mule, on obtienf I’equation (i 3 )qui est digne de remarque, etqui pour- 
rait se d 4 duire, comme on vient de le voir, des formules comprises 
dans mon M6moire de 1819. formule (i 3 ) elle-mfeme a 4t6 obtenue 
par M. Binet. Enfin, une formule analogue k I’^quation (i 3 ), et a 
laquelle on parvient en posant, dans I’^quation (21), 

dw = 0, 

savoir 

(26) 3 vr—(pda;-h'tgrSj'-t-rd 3 -t-... + sSt) 

=- 0( ? 5$ + 5^1 + (j; aC -H s 3 t), 

a 6te donnee par M. Jacobi. Les principales differences qui existent entre 
Tanalyse dont j’ai fait usage dans le Memoire de 1819, et les calculs 
employes par MM. Jacobi et Binet, sont les suivantes. Je me suis servi 
de la formule (i3), ou plutot de celles qu’on en tire, en supposant 
successivement la caracteristique S relative a chacune des constantes 
arbitraires yj, I, ..., pour etablir requation(2o); tandis que MM. Ja- 
cobi et Binet se sbnt servis, Tun de la formule (26), Pautre de la for- 
mule (i3), pour etablir l’ 4 quation ( 24 ). De plus, dans la Note de 
M. Binet comme dans les calculs qui precedent, les, differentiations 
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sont relatives au systeme entier des constantes arbitraires, tandis que 
dans mon M6moirede 1819 elles se rapportaient,pourchaque formule, 
k une seule des constantes arbitraires 

I, V), .... 

Enfin, dans mon M^moire de 1819, les constantes arbitraires qui repre* 
sentent les valeurs initiales des diverses variables 6taient, comine on 
vient encore de le faire, immediatement introduites dans les calculs, 
et non substituees a d’autres constantes, comme dans les Memoires des 
deux gkometres dont il s’agit. 



MfiMOIRE SUR DIVERS THfiORfiMES 

RELATIFS A LA 

TRANSFORMiTION DES COORDONNllES RECTANGTJLAIRES. 


I. — Equations fondamentales. 

Nous aliens, dans ce paragraphe, rappeler quelques Equations fonda- 
mentales, desquelles se deduisent ais6ment les divers th6or6mes que 
nous nous proposons d’6tablir. 

Soient 

j?, y, s 

les coordonnees rectilignes d’un point A, relatives k trois axes rectan- 
gulaires, et 

X, y, z, 

ce que deviennent ces eoordonnkes quand on fait tourner, d’une ma- 
nikre quelconque, le systeme de ces trois axes autour de I’origine. On 
aura, comme on sait, 

= ->rby +cz, 
y = a'ic -h 1/y -h c's, 
z = q'x -h b’y -t- c’z^ 

les neuf coefficients 

I A, b^ c, 
a', b', c\ 

a", b\ c» 


dksignant les coslnus des angles formes par le demi-axe des x positives, 
ou des y pqsitives, ou des z positives, avec les trois demi-axes des 
coordonnees positives a:, y, s. D’ailleurs, six de ces neuf coefficients 
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pourront se deduire des trois autres, attendu qu’on doit avoir, quels 
que soient a?, y, s, 

et par suite 

( o® + a'* + a"* = 1 , 6* + 6'* + &"* = I , c* + o'* •+• c"* = I , 

(4) 1 

( be + b'c'+ b^c’=o, ca + c'a'+c''a''=o, ab-ha'b'+<fb^—o. 


De plus, on tirera des equations (i), jointes aux formules (4), 


/ dt=: ax + a'y + a''z, 
(5) i y —bx + b'y + b''z, 

( j = cx -1- e'y + c"z, 


puis de ces dernieres, jointes k la formule (3), 


( 6 ) 


a* 4* i® + c* = I, 
a'a'’+b'b''+c'c’’=o, 


a'* H- i'2 + c'* = I, 

a’a^- b" b c" c =: 0 , 


a"* + cw=: I, 

aa'+ bb'+ cc'=o. 


II est bon de remarquer que les Equations (6) donnent 

l aa -f- bb + cc — j, a'a -i- b' b -^e'e =o, a’a + b"b +c''c =o, 

(7) I aa' + bb' + cc' — a' a! + b' b' + e'e' = i, a" a' -i- b" b' + (f c' = o, 

I 00"+ bb‘'-hcc''=o^ a'a^-h b'b'-i- c'c''=o, a''a''+ b^b'^ c''c'= i. 


Ces dernieres Equations, 4tant semblables aux formules ( 22 ) de la 
page 200 du present Volume, entraineront des consequences ana- 
logues, et Ton en conclura 

(8) 8*=i, 


S etant la risuUante des quantit^s comprises dans le Tableau ( 2 ). D’autre 
part, on tirera de la formule (8) 

8=±i, 

et puisque la valeur de la resultante s sera 

S = S(± ab'c^) = ab'c ^ — a^c' a'¥c — a' b<^ a" be' — <^b'c. 
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on aura definitivement 

( 9 ) ab'd'— ab^c' + a' fc — a' be" +a>bc'—a’b'c — ±i. 

On arrive a la meme conclusion, en observant que les deux derniere 
des formules (6) donnent 

, b'c"—tfcf c'a"—c"a' a'l/—a"b' 

(10) = g = 

ab'c"~ ab"d+ be' a"— be" a! ca! b" ~ ca"b' 

~ a'-h 6*+c* 

_ [(b'c"— b"c')‘-i-(c'a"~c"a')’‘+ (a'b"—a"b'y]'^ 

(«*4- b*-hc*y 

Mais on a d’ailleurs, en vertu des formules (6), 

a^-hb^ + c*=i 

et 

(b'c"- b''c'y-t- (e'a"—c"a'y-i- (a'b"—a"b'y 

= («'*-+- 6'*+ c'*) (af'^+b"* 4- c”) — (a'a"-h b'b"~h c'c"y=t. 

Done la formule (lo) entrainera imm6diatement I’equation (9). Enfin 
on arrivera efneore k la formule (9) en observant que les neuf quantit^s 
comprises dans le Tableau (2) repr6sentent les projections alg6briques 
de trois longueurs egales I’unit^, mesur 4 es sur les axes des s, 
et projet^es sur les axes des x, y, z. En effet, le volume qui aura pour 
cotes ces trois longueurs se r^duira simplement a I’unit^, et, d’aprfes 
ce qui a 6te dit dans les prfeliminaires Legons sur les applications du 
Calcul infinilisimal d la Gdomitrie (p. 29) ('), le volume dont il s’agit 
sera repr6sent6 au signe prfes par la r^sultante 

ab'(f — ab" e' ->f a! h" c — a' b(f a" be' — a" b' c. 

Ajoutons qu’en vertu des principes exposes dans ces prdiminaires, la 
formule (9) devra se r6duire k la suivante : 

(ir) ab'<f — ab"ci+ a'b"e— a' be" + a" be' — a’ b' c~t ^ 

Car nous avons suppos6 que, pour obtenir le second systems d’axes 


(*) QEuvres de Cauchy, S. II, T. V, p. 87 . 
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coordonn^s, ii suffisait de faire tourner le premier autourde I’origine ; 
et, par suite de cette hypoth^se, les mouvements de rotation, executes 
de droite k gauche dans les plans coordonnes autour des demi-axes 
des coordonnees positives, seront, pour i’un et I’autre syst^mes d’axes, 
des mouvements directs, ou pour Tun et I’autre des mouvements retro- 
grades (*). Cela pose, la formule (lo) donne 

b' c“ — b" & =. a, c‘ci'—<fa'=b, a' b’ — a" b' = c. 


Done les trois quantit^s a, b, c seront respectivement egales aux 
binomes qui multiplient ces trois quantit6s dans le premier membre 
de la formule (i). Cette proposition devant evidemment demeurer 
vraie dans le cas ob Ton remplace 


par 

ou par 


cf, b, c 
a', b\ c' 
a\ b\ c\ 


il en r^sulte qu’on aura generalement, dans Thypotb^se admise, 


/ 6'c" — 6"(?' = a, 
( 12 ) < c'a"— c‘'a' = t>, 

( ai¥—a>b'=c. 


V'e—be — a!, 
c/ a — ca” = 
a^^b-a¥=c\ 


bd^b'c=a\ 
ca' — c'a = b” ^ 
ab' — a' b = c^. 


Soient maintenant 


et 


rn 

Yn h 


(1) Soil 0 Torigine des coordonndes; soient encore 

OX, OY, OZ 

les demi-axes de a?, jr et s positives, et supposons qu'un rayon vecteur mobile, en 
s’appliquant successivement sur chacun des plans coordonnes, fasse le tour de Tangle 
solide tri^dre OXYZ. Le mouvement ex6cat6 par ce rayon vecteur dans chacun des 
plans coordonnes sera ce que nous appelons un mouvement de rotation direct^ si le 
rayon passe successivement de la position OX h la position OY, puis de celle-ci ^ la 
position OZ, pour revenir ensuite de cette dornifere k la position OX. Le mouvement do 
rotation ex6cut6 par le rayon vecteur dans chacun des plans coordonnes deviendrait 
ritrograde dans le cas contraire. 

OEwr^s de C, — S. 11, t. Xll. 


4o 
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les coordonnees d’un nouveau point B, relatives au premier et au 

second svstfeme d’axes coordonn6s. On aura 
1/ 

/ = -ha/; +C5,, 

(1 3 ) :y,= a'x,-¥b'y,+ dz„ 

et des formules (i3), jointes aux ^uations (i) et (4)> on tirera 

(14) \x,-hyyj + zzj=<ra:, + yfj + ssj. 

Done, comme nous I’avons dejk remarqu6 (p. io4) ('), la transfor- 
mation des coordonnees rCaUire point la valeur de la somme 

a)x,+yy,-\-zz,. 

Cette somme represente effeetivement une quantity independante de 
la direction des axes coordonn^s, savoir, le produit des rayons vec- 
teurs OA, OB, menes de I’origine 0 des coordonnees aux points A etB, 
par le cosinus de Tangle que ces rayons vecteurs forment entre eux. 

Dans le cas particulier oti les deux points A, 6 se confondent Tun 
avec Tautre, T6quation (i4) se r^duit k la formule (3), dont chaque 
membre repr6sente le carr6 du rayon vecteur OA men 6 de Torigine au 
point A. 

On tire encore des Equations (i) et (i3), jointes aux formules ( 12 ), 

I yZ/— (7-/— (sx,—s,x)-i-c (^7i— «;7). 

(1 5 ) j zx,-z,%—a'(yz,—y,z) + b'{sx,—z,x) + dixy^—x^y), 

( xy/ - X/y = a''{yz,—y,s) + l/{sx,—s,x) ■+■ d {xy,— x, /); 

puis on en conclut 

(16) (yz, _y^z)*+ (zx, — z,x)*4- (xy, — x,y)* 

= (7-/— 7 /-)*+ (.sx,—z,x)»-h (a!7,— a?,/)*. 

Done la transformation des coordonndes n'altire pas la valeur de la 
somme 

{ysi,—y,sY+{zx,—s,xY-h {.xy,~x,yy. 

(1) OEu^res de Cauchy^ S. II, T. XI, p. 137. 
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Cette somme represente effectivement une quantite independante de 
la direction des axes coordonn6s, savoir, le carre de la surface du 
parallelogramme qui a pour cdt6s les rayons vecteurs OA, OB; et 
d’ailleurs la formula (i6) pcut se d6duire des equations ( 3 ) et (i 4 )> 
combin6es aveu I’^quation identique 

(r-/— 7/-)*+ sa?,— {xy,—x,yy 
= (a?* -+- y® + -*) (a:* - 4 - yf + sj)~ {xx, 4- yy, +■ )*. 

Quant aux trois binomes 


-V, — XS^— X, 3, yx,—y,x, 

ils repr6sentent les projections algebriques de I’aire du parallelo- 
gramme dont il s’agit, successivement projet6e sur les trois plans 
coordonn6s desy, s, des z, cc et des x, y, ou, ce qui revient au meme, 
les projections algebriques d’une longueur mesuree sur une perpen- 
diculaire au plan du parallelogramme, numeriquement egale k I’aire 
de ce parallelogramme et successivement projetee sur les axes des a?, 
des y et des s. Ajoutons qu’en partant de cette simple remarque, on 
pourrait immediatement deduire les formules (i 5 ) des formules (i). 

Concevons enfin que Ton considere, outre les points A et B, un 
troisikme point C dont les coordonnees, relatives aux deux systemes 
d’axes rectangulaires, soient respectivement 

J/f’ hr 

/ TL„= ax, + by, -I- cz„ 

I yj>=^a'x,+.b'y, + c' a„ 

( z, = a"x,+ b’y,+ c’s,, 

et des equations (17), jointes aux formules (i 5 ) et ( 3 ),- on tirera 
;i8) xy,z, —xy,z, +x,y,z —x,yz, -+-x,yz, —x,y,z 


et 

On aura encore 
(17) 
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Done la irans formation^ des coordonnies n'altere point la vedeur de la 
somme 

Cette somme represente elfectivement, au signe pres, le volume du 
parall6lepipede construit sur Ics trois rayons vecteurs OA, OB, OC ; 
et d’ailleurs son signe depend uniquement des positions respectives 
des trois demi-axes 

OA, OB, OC. 

Elle sera positive si le mouvement de rotation, execute autour du 
demi-axe OC par un rayon vecteur mobile passant de la position OA a 
la position OB, est un mouvement de m§me espfece qu’un mouvement 
direct, par exemple, un mouvement de droite a gauche, dans le cas oh 
un autre rayon mobile, done d’un mouvement de rotation direct dans 
le plan des x, y, tournerait lui-meme de droite a gauche autour de 
I’axe des 5 . 


II. — Consequences diverses des formates ohtenues 
dans le premier paragraphs. 

Considerons une grandeur qui puisse 6tre represent^e par une 
droite, par exemple une force ou le moment lin^aire de cette force, 
une vitesse ou le moment lineaire de cette vitesse. Les projections 
alg^briques de cette grandeur sur trois axes rectangulaires d6pendront 
uniquement de la longueur de la droite et de sa direction. D’ailleurs, 
si la grandeur en question se confond avec un rayon vecteur r men6 
de I'origine des coordonnees k un certain point A, les projections 
algebriques de cette grandeur seront precis6ment les coordonnees du 
point A. Done les relations qui subsistent entre les coordonnees rec- 
tangulaires d’un ou de plusieurs points rapportes k un ou a plusieurs 
systkmes d’axes coordonnks, subsisteront aussi entre les projections 
algkbriques d’une ou de plusieurs grandeurs diverses projetkes sur. 
ces memes axes. Ainsi, en particulier, si Ton nomme 


X, Y, z 
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les projections algebriques d’une certaine force A sur trois axes rec- 
tangulaires x, y, s, et 

X, Y, Z 

les projections algebriques. de la rnSme force sur trois autres axes 
rectangulaires des x, y, z ; si, d’ailleurs, les neuf coefficients 

a, b, c, a\ c', a", 6", c” 

representent, comme dans le paragraphs I, les cosinus des angles 
form6s par les demi-axes des coordonnees positives x, y, z avec les 
demi-axes des coordonn6es positives x, y^ z ; alors, h la place des 
formules (i), (3), (5) du paragraphs I, on obtiendra les suivantes : 



/ X = a Y+c Z, 

(1) 

Y=.ciX+b'Y^c<Z, 

[ Z =a'’X-i-b'’Y-hc"Z; 

(2) 

X* +• Y ‘ + Z* = ^ + 2^ ; 


/X= aX H-a'Y + a'Z, 

(3) 

1 Y= bX -h b'Y-hb^Z, 

{ Z = cX + c'Y -h c'Z. 

II y a plus : si, en 
coordonnees sont 

supposant la force R appliques au point A dont les 
X, y, z ou X, y, z, on nomme 


L, M, N 

et 

L, M, N 

les projections algebriques du moment lineaire de la force R, succes- 
sivement projete sur les axes des 


y. - 


et sur les axes des 


y, 
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on aura encore, en vertu des equations (i), (3), (5) du paragraphe I, 

I L ct L “H b “t* c JVj 
) M = a'L + b'M+c'N, 

{ N=a''Z + &''A/+c'iV; 

L* + M* -t- N>= i* + AP 4- 

lL = aL+ a'MH-ff''N, 

Af= 6L + 6'M+i''N, 

I N= cL -J-c'M + c'N. 

Ajoutons que les Equations (4) et (6) pourraient elles-mfimes se 
deduire des formules (i5) du paragraphe I. Effectivement, pour 
obtenir en particulier les equations (4), il suffira de remplacer, dans 
les formules (i5) du paragraphe I, les projections algebriques 

x„ y„ z, ou x„ 7 „ 5, 

de la distance r, comprise entre I’origine des coordonn6es et un certain 
point B, par les projections algebriques 

X, Y. Z ou r, Z 

de la force puis d’avoir egard aux six formules 

( L—yZ-zY, M-zX-xZ, N=xY—yJY, 

)L=yZ-zY, M = zX-xZ, N = xY-yX. 

D’ailleurs les formules (4), une fois etablies, entrainent imm6diate- 
ment les formules (5) et (6), dont la premifere peut s’6crire comme 
il suit : 

(8) (yZ-zY)* + (zX -xZ)* +(xY-yX)* 

= {yZ-zrY^{^zAr—xZf^{xr—yJYY. 

On peut remarquer encore que chaque membre de laformule ( 2 ) 
represente le carre de la force R, et chaque membre de la formule (5) 


(4) 

(5) 

( 6 ) 
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ou (8) le carr6 de son moment lin6aire. Done, si Ton nomme K ce 
moment lin6aire, on aura 

( 9 ) K^={yZ-zrY^{zAr-xZY+{a>Y-yJf:y 

ou, ce qui revient au meme, 

D’ailleurs on d6duit sans peine I’equation (8) de la formule (lo), 
jointe k l’6quation ( 2 ) et k la suivante, 

(II) xX + yY+zZrrar^+yK+sZ, 


k laquelle on parvient imm^diatement en remplagant les projections 
alg6briques de la distance r, par les projections alg6briques de la 
force R, dans I’equation (i4) du paragraphe I. 

Supposons maintenant que, le point materiel A 6tant mobile, on 
d6signe par 

It, P, IV 


et par 


u, V, w 


les projections alg6briques de la vitesse co de ce point successivement 
projet^e sur les axes des 

et sur les axes des x, y, z ; les Equations (i), ( 2 ), (3), (4), (5), (6), 
(8) et (i i) continueront 6videmment de subsister quand on y rempla- 
cera les projections alg^briques de la force R, ou de son moment 
lin^aire, paries projections alg6briques correspondantes de la vitesse to 
ou de son moment lineaire. D’ailleurs les projections alg^briques du 
moment lin4aire de la vitesse &>, successivement projet§ sur les axes 
des a?, y, s et sur les axes des x, y, z, seront evidemment 


yiv — z(>, zu — XIV, XV — yu, 
yw — zv, zu — xw, XV— yu. 
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Cela pos6, les formules (i), (2), (3), (4). (8) et (ii) donneront 

/ n =au -\-b{> -r c<v, 

(12) ] y z=a' u-i-b' v + c'w, 

( w = a''u+b'‘v-\-cUv-, 

(13) u*+ v*+ w*= p*+ tv®; 

I u = aa + a'v-f'fl'w, 

(14) ) = Z»u 4- A'v-f-Mw, 

( (v= cu + c'v + c" w; 

I yyf/ — zv ~a (y(P — 2 p) + b (zu — a;w)~hc {xp 
zu —x'K = a'(yvp — sp)-i-b'{zu — xpp)-^c'(xp 
XV — yu =:a’(ypp — zp) 4 - b''(zu — xpp) +c"{xp 

( 16 ) (yw — zv)*4-(za — xw)*4-(xv — yu)* 

= {zpp — y u)* + (zu — xpp)* + (xp — y u); 

(i^) XU 4-yv 4-zw = tra4->'f’4-3«’. 

Concevons maintenant que Ton considere un systfeme de points 
mat6riels. Dans ce systeme, les projections alg^briques u, p, w, on 
u, V, w de la vitesse d’un point materiel m, pourront etre regard^es 
comme fonctions des trois coordonn^es initiales a?, 7, s ou x, y, z de 
ce meme point, et difiPSrenti^es par rapport a ces coordonn6es. D’ail- 
leurs, en vertu des equations (i) et (5) du paragraphe II, on aura 

Dx “■ u Dap4“ b !Djr4" c Rx, 

Dy — Dx»4* b^ Djr4" 

D, = a'D*4-6'^Dy4-c‘'Ds; 

Dj.= a Dx 4- a' Dj 4- a‘'Di, 
Dy=6Dx4-6'Dy4-6”'Dx, 

D.= c Dx + C Dy4-c'Dz. 

La forme des Equations (18) et (19) 6tant semblable k celle des 
Equations (i), (5) du paragraphe II, etles derniferes se d6duisant des 



— /«)» 
—yu); 
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premieres par la seule substitution des caracteristiques 

I)y, Ds, Dxl Dj, Dj 

aux coordonnees 

•«» y. X, y, z, 

il en resulte que les formules (i 5 ), (i6), (17) continueront de sub- 
sister quand on y remplacera chaque coordonnec par la caracteristique 
qui indique une diflerentiation relative a cette meme coordonnee. On 
aura done encore 


J),w — DxV=a (D^.(V — D. (»)-(- 6 (♦>)■+■ c — R, iz). 


(20) < 

D, u — D* w = 0 ' (Dy<r — ) -h 6' (Ds It — -H c' (Dj-p 

1 DjV — D, u = a‘'(Dj.«’ — D.(») -i- 6*’(l)s« — D^fv) H- c''(Dj,(' 

— Dylt), 
Dy II ); 

(21) 

(Dy w - D, v)*-t- (D, u — DxW)* -f- (D, V — D,u)> 

= (Dyvo - Dsf )*-h- (Ds« — (D*!-- Dy.ii)»; 


( 22 ) 

D*u - 1 - Dj v-t-DjWsrD* It -(-Dy.('-t-Ds«'. 



Les Equations (20), (21) et (22) continueraient encore d’exister, si 
Ton y substituait aux projections alg^briques 

«, V, VO ou u, V, w 

de la vitesse co d’un point materiel m les projections alg6briques d’une 
autre grandeur relative au m^me point, et represent^e par une portion 
de ligne droite, par exemple, les projections algebriques du deplace- 
ment absolu de ce point sur les axes des x, y, z ou des x, y, z. Alors, 
les formules (20) et (22) se trouveraient remplacees parquatreautres 
formules, dont les trois premieres ont ete obtenues par M. Mac Cullagh. 
Si, pour fixer les idees, on nommait 

-n,- X. 

les projections alg6briques du dcplacement absolu du point materiel m 
sur les axes des 


OEutfre& de C, — S. II, t. XII. 
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les trois premieres formules 6tabliraient, entre les trois differences 

(23) DyC-DsV), D.£ — D*v)-D,.| 

et les valeurs nouvelles que prennent ces differences quand on passe 
d’un des syst^mcs de coordonnees k I’autre, des relations sembldbles 
a celles qu’indiquent les equations (i) et (5) du paragraphe I. Quant 
a la quatrieme formule, elle exprimerait simplement que, dans le sys- 
tkme de points materiels donne, la dilatation u du volume, determinee 
par r^quation 

(24) a = Dj-c + Dj •/) + RsC) 

conserve une valeur independante de la direction des axes coor- 
donnes. 

Lorsqu’aux axes des a!,y, s on substitue les axes des x, y, z, alors 
des Equations semblables aux formules (i) du paragraphe 1 servent, 
pour le systeme de points materiels donne, non seulement a deduire 
des trois deplacements 

V, K 

d’une molecule m, mesures parallelement aux axes des x, y, trois 
autres deplacements mesurks parallelement aux axes des x, y, z, et 
representes par les sommes 

a^+br,-h cK, a'l + b'n + c'K, -H + c^C, 

mais encore a deduire des deplacements symboliques 

I I 

correspondants aux axes des x, y, z, trois autres deplacements sym- 
boliques correspondants aux axes des x, y, z, ct represent6s par les trois 
sommes 

a'^-h bti -h cf, a'l + b'v -1- c'C. a"f + Myj + c"?. 

II suit immediatemcnt de cette remarque que les memes formules, 
dkduites de la transformation des coordonnkes, s’appliquent d’une part 
aux d^placements effcctifs, de I’autre aux dkplacements symboliques. 
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Ainsi, en particulier, deux fomules analogues A I’^quation (3) du para- 
graphs I exprimeront que les deux trinomes 

soiit tous deux independants de la direction des axes; et, en effet, eu 
6gard aux conditions (4) du paragraphs I, on aura non seulement 

it] + c?)» + (a'^ + d'n + c'KY + (o'? 4- H- c»0*= + n*4- CS 

mais encore 

(af H- 4- c?)* 4 - (a'l 4- b''^ + c'?)*4- (a'f 4- b"^ + c'C)*= |*4- ^*4- 

Pareillement, si Ton pose 

(^5) y — D*? 4- Dj-vi 4- Ds?) 

u, ou ce qu’on pent appeler la dilatation symboUque du volume, sera 
ind^pendante, aussi hien que u, de la direction des axes. On pent done 
6noncer la proposition suivante : 

Tn^OKtiiiE I. — Dans un systimo de points matiriels, la sorrane descarrh 
des deplacemeros symboliques d'un point quebMnque offre, tout comme la 
dUataxion symboUque du volume, une vakur indipendante de la direction 
des aoces coordonrds, supposes rectangulaires. 

On pourrait arriver encore divers resultats dignes de remarque, en 
appliquant les principes ci-dessus exposes a la transformation d’ex- 
pressions r^elles ou imaginaires dont chacune renfermerait ou plusieurs 
d6riv6es du premier ordre, ou meme des d6riv6es d’un ordre superieur 
au premier. 

Ainsi, en particulier, si Ton designs par 

P-, r, ... 

diverses quantit^s qui varientavec les coordonn6esa;,^,js, et par suite 
aussi avec les coordonnees x, y, z, les calculs k I’aide desquels nous 
avons obtenu les Equations (i4)> (i5), (i6), (i8) du paragraphs I 
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nous conduiront pareillement aux formulcs 

(26) 1),/) Dij + Dy/) Djiy 4- D,/) D,? = D,? + D^/> Dyj + Ds/* Ds?) 

D, Dj 5' — D, /> Dj 5 = a (DyjJ Djj — D./» D^q) +b {D,pDxq— D*/> D:?) + c (!>»/> Dy 7 — J)y/> lixq), 

J). /> D, 7 - D,p D, <7 = a' (Dy/) D,? - l)y?) V ( D.jb D,? - D,?) + o' (D*/>Dr?-Dj/> D,?), 

l),jBl)j?-Dy/)B,y=a'(Dy/3D39'-D;72Dy?)+6’{R../)Dj,?-D*/»D;?)+c'(Da/)Dyj-Dy/)D*?); 

( Dr7> D, 9 — D,/> D, ?)* + (D,/) D,? — D,/) Dj 9)* + (Dxp D, ? - DjT? Dx?)* 

= (Dy/)Dx^ — D./> Dy( 7 )* 4 - (Ds/) Dxi/ — Di/) 0 x 9 )*+ (Da/’Dyj — Dy/) Dx4')*; 

(27) S[±Dx/)D,^rD,r]=S[±Dx/>DyyDx;']. 

La derniwe Equation renferme unth6or§mequ’onpeut6noncercoinme 
il suit : 

ThSorSme II, — itantdonnm trots fonctions quekonqm de trois coor- 
donnees rectangulaires x, y, s, la residlante formie am les neuf dirivees 
de ces tivis fonctions, c’est-d-dire am ks neuf quandtis 

Dxp, Dy/», D-i?, 

Dj' 9 i ®t 9 i ® 59 t 
D*r, Ly/-, D-r, 

ojfrira une valew independante de la direction des axes coordonnh. 

Enfin, si Ton designe par a une fouction quelconque de x, 7, z, on 
tirera des formules (18) ou (19), non seulement 

(28) (D,«)*+(D,8)‘+(Dx»)«=(Dx 8)*+ (Dy«)»+(Dx8)‘, 
mais encore 

(29) D«+D‘ + D‘=rD«+I)*H-D|, 
et, par suite, 

( 3 0) Dl8 + D?8+D,*«=D*«+D*« + D*8, 


On peut done inoncer la proposition suivante : 
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TnfiOBfcME III. — Si urn fonction de trois coordonnees rectangulaires x, 
y, s est differentiae deux fois de suite par rapport a chacune de ces coor- 
donnees, la somme des carris des trois derwees du premier ordre, et la 
somme des trois dirivhes du second ordre, offriront des valeurs indipen- 
dantes de la direction des axes coordonnes. 

Cette derni^re proposition 6tait d6ja connue. On la trouve ^nonc^e 
dans un M4moire de M. Lam^, que renferme le XXIII^ cahier du Jour- 
nal de Vicole Polytechnique (p. 2i5). La racine du trinome 

(D;,a)*+(Dy8)* + (D.«)* 

et la somme 

Dj8+J)}8 4-D!8 

sont pr6cisement ce que I’auteur du Memoire appelle les paramitTes 
differeruiels, du premier et du second ordre, de la fonction a. 



NOTE SUR QUELQUES TH^OREMES 

RELATIFS A DES 

SOMMES D’EXPONENTIELLES. 


TheorIme I. — Soit 

(i) S = + Ge^* + He** 

une somme composee d’un nombre fini de termes dont ckacun soit k pro- 
didt de deux facteurs, run constant, V autre variahk avec x, k facteur 
variabk dtant une exponentkUe nepdrienne dont I’exposant soit propor- 
tionnel a x, et chacune des constanles 

A| B) 0) ataf G } Hy ^ a /i 

poupant dtre rdelk ou imagincdre. Si, ks coefficients a,h,c, g, k dtant 
tous differents ks uns des autres, Viquation 

(a) S = o 

se vdrifie, queUe que soit la variabk x, ou mime seukment pour toutes ks 
vakurs de x voisines d'une vaJkur donnde, cette dquation entratnera ks 
suimntes : 

(3) A = o, B = o, C=:o, G = o, H = o. 

Demonstration. — En vertu de la formule (i), I’equation ( 2 ) se r6duit 
a la suivante : 

(4) Ae®®+Be**+Ce**+...+ Ge«'*+He**=o. 

Or, on tire de cette derni^re : i® en divisantles deux membres par I’ex- 
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ponentielle ef^, et differentiant par rapport k ce, 

B (6— a) C(c— a) G (§•— a) H (A— .a) o ; 

2 ® en divisantles deux nouveaux membres par Texponentielle et* *')®, 
et diflferentiant par rapport kx, 

C(c — a) (c — . . 

+ G(^ — a) {g — H(/i — a) (h — 6)e'*“*J*=o, 

etc. En continuant de la mkme maniere, c’est-k-dire en divisant les 
deux membres de chaque nouvelle Equation par I’exponentielle ren- 
fermee dans le premier terme, et diffkrentiant ensuite par rapport a x, 
on arrivera definitivement k la formula 

(5) H(A — a)(A — 6)(A-c)...(A-^)e(*-«’)®=o. 

Cela pos6, si, les coefficients 

a, b, c, ..., g^ h 

etant tous differents les uns des autres, I’^quation (4) subsists quelle 
que soit x, ou du moins pour toutes les valeurs de x voisines d’une 
valeur donnee, on pourra en dire autant de I’kquation (5) ; et, comme 
alors chacun des facteurs 

h — a, h — 6, h — c, . - - . h — g(/t- 5 ^)ar 

dilFerera de z6ro, I’^quation (5) entrainera la suivante : 

H = o. 

Done, dans Thypothfese admise, I’^quation ( 2 ) ou (4) entrainera la 
dernifere des formulas (3), c’est-k-dire la reduction du coefficient de la 
dernikre exponentielle, et par consequent du dernier terme de la 
somme S, a zkro. D’ailleurs les termes qui composent la somme S pou- 
vant 6tre ranges dans un ordre quelconque, on pent prendre pour der- 
nier terme Tun quelconque d’entre eux. Done, dans Thypothese admise, 
revanouissement de la somme S entrainera I’evanouissement de chacun 
de ses termes, et par consequent le systkme des equations (3). 



328 NOTE SUR QUELQDES THEORfeMES 

CoroUedre. — Le theoreme pr6c6dent, dont nous avons donn6 une 
autre demonstration dans le premier Volume de cet Ouvrage (p. i58), 
subsiste evidemment lors meme que I’un des coefficients 

Us ■ • •} Ss 

par exemple le coefficient a, se reduit a zero, et Tcxponentielle k 
I’unite ; mais alors le premier terme de la somme S se reduit k une 
constante A. On pent done enoncer encore la proposition suivante : 

TH^ORkME II. — Nommons S une somme de la forme 

(6) S = AL + Bc**4-Ce“4-... + Ge<’*-)-He** 

cest-a-dire une somme composee d'un nombre fini de termes dont un 
seal A soit constant, chacun des autres etant le prodidt d’un facteur cons- 
tant par une exponentielle niperienne dont Vexposant soit proporlionnel 
a X. Si ks coefficients de la variable x, dans ks diverses exponenlielles, 
sont tous differents ks uns des autres, la somme S ne powra s' kvanoidr, 
pour une vakur quekonque de x, ou mime pour toutes ks vakurs de x 
voisines d'une vakur donnee, satis que chacun de ses termes s'evanouisse. 
Done, si les constantes 

b, c, g, h 

sont touies diffirentes ks unes des autres et differentes de zero, I'iquation 
A -4- B 6*“® -4- G H = o 

entratnera chacune des suivantes : 

A = o, B = 0, C = o, G=:o, H = o. 

Corollaire. — Nommons $ une nouvelle somme qui ne differe de la 
premiere S qu’en raison des valeurs attribuees aux, coefficients des 
exponentielles, en sorte qu’on ait 

On tirera des equations (6) 01(7) 

S— 3 = A-A. + (B-4H>)c**h-(C— e) e«+...+ (G — g)e«'®+(H — 5)6*^. 
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Cela pose, on conclura immediatement du theoreme III que, si les 
coefficients 

c, • . . 1 h 

diflTferent tons les uns des autres et de z6ro, I’^quation 

S — 8 = 0 

ne pourra subsister pour toutes les valeurs de x voisines d’une valeur 
donnee, sans entrainer les formules 

A = X, B = C = 2, .... G = §, H = 5. 

En consequence, on pourra 6noncer la proposition suivante : 

iH^OReHE III. — Si, les constantes 

h, e, g, h 

ktant toutes diijfhentes les unes des autres et diffirentes de ziro, deux 
sorrmes S, 8 de la forme 

( S = A-t- Be**-!- Ce®*-i-...+ Gc^-I-He'^*, 

( 8 ) 

( S = X-t-ill)e**-+-ae«-l-. ..-H g c«'*4- 

sont igales entre eUes queUe que soit x, ou seulement pour toutes les va- 
leurs de X voisines d'une vaJeur donnie.) les termes correspondants de ces 
deux sommes seront Sgaux, et par suite on aura 

(9) A = X, C=e, G = g, H = 5. 

CoroUcdre. — Si les constantes 

ift>, ©, S, I 

se reduisent ^ zero, on obtiendra, au lieu du theoreme III, le sui- 
vant : 

iHeoRfeME IV. — Soit 

S = A-i-Be**-t-Ceo*-f-...+ Ge^*-H 

OEwret de C, — S. U, t, XII. 
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une somme composee (Vun nombre fini de termes dont un seul A sort 
constant, chacun de^ autres etant le produit de deux facteurSy Vun cons- 
tant, V autre xmHahle a^ec Xy et le facteur variable etant une exponentielle 
nepmenne dont Vexposant soit proportionnel d x, Si\ les coefficients 

b, c, • - * 1 b 

etant tons diffirentsdes uns des autres, la somme S se reduit, quelle que 
soit Xy ou meme sealermnt pourtoutes les valeurs dex voisines (dune valeur 
donnee, d une constante determinee ci; chacun des termes variables de la 
somme S, dest-d-dire chaque terme proportionnel d une exponentielle 
donnee, se reduira separement d zeroy en sorte qiion aura 

A — X, B=o, C = o, G=o, H = o. 



NOTE SUR QIIELQCES PROPWfiTES 

DES 

INTE6RALES DEFINIES SIMPLES OU MULTIPLES 


Soienl 

iXtQ pt 

deux valeurs reelles de la variable a; et /(a?) une fonction r^elle de 
cette variable. Soient d’ailleurs 


^ 1 } •••> ^/i-1 

de nouvelles valeurs de a? interpos6es entre les limites 

^0} X) 

et qui aillent toujours en croissant ou en decroissant depuis la pre- 
miere limite jusqu’li la seconde, suivant que la difference X — a;, sera 
positive ou negative. On pourra se servir de ces valeurs pour diviser la 
difference X — a;# en elements 

..'J X " a?JI— 1 

qui seront tous de meme signe; et, si la fonction /(x) reste continue 
par rapport a la variable x pour des valeurs de cette variable interme- 
diaires entre x^ et X, Tintegrale definie 



ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera la somme 
(i) S = (a;j— ^o)y(^o) + {Xi + . . . + (X — i) /(afn—i), 
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tandls que les elements de la difference X — a,, deviendront de plus en 

plus petits. 

Concevons maintenant que la fonction f {jo') soil le produit de deux 
facteurs, et qu’on ait en consequence 

/(a;) = e«, 

0, u designant deux fonctions reelles et continues de ajdontlaseconde 
conserve toujours le menie signe pour des valeurs de x interni6diaires 
entre oc^ et X. Si Ton nomme 

®05 • • • 1 ®«-l 

les valeurs de 0, et 

Mj, «„ 

les valeurs de u, correspondantes aux valeurs 

•^0> ^1' • • • 5 1 

de la variable x, Tequation (i)donnera 

( 2 ) S = — ^ 0 ) + — ^ 1 ) ■+-••• + 0/1-1 

D’ailleurs on demontre aisement la proposition suivante : 


TflEORtME I. — Si Von represente par 

OLy a', (X.% ... 

des quantiles de mirm signe, et par 

a, a', ... 

des quantiles quelconques. on aura toujours 

aoc + a! cn ! (oc . . .) M (cf, a}\ * - .)> 


la notation 


M(<i, a', oF, . . .) 


designant une mo/yenne entre les quantites a, a!, ol', . . . . 
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En vertu de ce th 6 oreme, dont on pent voir la demonstration dans 
\ Analyse algihrique (p. 17 ) ( *), on tirera de la formule(a) 

(3) S = 0[«o(^i - iBi) +. ..+ ««_i(X — 

pourvu qu’on pose 

0=M(0o. 

c’est-k-dire pourvu qu’on designe par 0 une moyenne entre les quan- 
tites 

par consequent une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert la 
fonction 0 pour des valeurs de x intermediaires entre x^, X. Si main- 
tenant on suppose que chacun des elements de la difference X — 
devienne infiniment petit, le premier membre de I’equation (3) s’ap- 
prochera indefiniment de I’integrale 

/ f{x)c/x=l dudx, 

'Jr, 'Jr, 

et la somme 


a:,) -1- aj(a!s— aJi) . .-(-■mb-iCX — 


de I’integrale 



udx. 


Done, en passant aux limites, on tirera de I'equation (3) 


(4) 



8 udx 


= 0 /*' 

V JTi, 


u dx, 


0 designant toujours une moyenne entre les valeurs qu’acquiert la 
fonction 0 pour des valeurs de x intermediaires entre a?, et X. 
Supposons maintenant que la fonction 

/{x) = 8u 


(*) CMwres de Cauchy, S. 11, T. Ill, p. 27. 
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cesse d'etre finie, sans cesser d’etre continue, ot change brusquement 
de valeur avec I’un au moins de ses deux facteurs 9, u, pour certaines 
valeurs particulieres de x intermediairos entre et X. Si i’on designc 
par 


ces valeurs particulieres, qui ne seront plus arbitrairement choisies 
comme dans I’equation (i), mais completement determinees, on 
aura 


(5) 





ou, ce qui revient au m6me, 


( 6 ) 


/ Sudjszzj dudT-^-j duda: -h* • --h I Budx^ 


D’ailleurs, comme la fonction / (w) restera continue avec chacun de 
ses facteurs 0, u, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les 
limites x^, ou entre les limites ouenfin entre les limites 

a7n_,, X; on tirera successivement de la formule (4) 



dudx = & 



u dx, 



6udx=z&i 




dudxz=®f^^^ 



u dx^ 


pourvu qu’on designs generalement par @„ une moyenne entre les di- 
verses valeurs qu’acquiertla fonction 0 pour des valeurs de la variable x 
interm^diaires entre x^ et x^^. Or de ces derniferes formules, jointes 
k I’equation (6) et au th^orfeme I, on conclura immediatement 


J" 6uda;=:^J' udx+J' udx-h...+J' « M(®oi ®i> • • • > 
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ou, ce qui reyient au inline, 

r 9u dx & j u aLc, 

pourvu qu on pose 

0 = M(0o, 0|, ®/i-i), 

c’est-k-dire pourvu qu’on designe par 0 une moyenne entre les quan- 
tiles 

00 , 01 , 0 „-„ 

et par consequent une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert 
la fonction 0 pour des valeurs de la variable x intermediaires entre 
Done la proposition connue, que renferme I’equation (4), pent 6tre 
etendue au cas od les fonctions de x representees par 0, u, cessent 
d’etre continues, sans cesser d’etre finies. II y a plus : en partant des 
definitions donnees et des principes developpks dans le Risumd des 
Legomsur le Ccdcul infinitisimal on reconnaitra facilement que, si 
la fonction u offre constamment le meme sign'e entre les limites 
07 = X, la formula (4) subsistera toujours, ou subsisteradumoins tant 
que les integrales comprises dans ses deux membres conserveront des 
valeurs finies et determinees. On pent done enoncer la proposition sui- 
vante : 


Th^orEme II . — S? 0, M designent deux fonctions reeUes de la variahle 
reelie x, et si la seconde de ces fonctions conserve constamment le mime 
signe entre les limites x = Xq, x = X, on aura 


j ' dudx = @ I u dx, 

X. dx. 


pourvu que les intigrales difinies comprises dans la fomwle pricSdenie 
offrent des valeurs dktermmies, et que Von disigne par 0 une moyenne 
enJre les valeurs diverse qu'acquiert la fonction 0 pour des valeurs de x 
comprises enire les limites x — x^, x = X. 


(‘) OEuvres de Caudg/-, S. If, T. IV. 
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CoroUcdre I. — Si Ton pose « = i, on aura simplement 

Done une int6g[rale definie simple est le produit de la difference entre 
les limites de la variable par une valeur moyenne de la fonction sous 
lalettre j et, si celte fonction conserve constamment le meme signe, 
entre les limites de I’integration, le signe de la difference entre ces 
limites, miiltipliS par le signe de la fonction, donnera pour produit le 
signe de I'integrale. 

Corollaire II. — Si Ton pose 

du = <’, S = — , 

’ u 


0 representera une des valeurs du rapport et, par suite, le theo 
rfeme II entrainera le suivant : 


ToEORtiME III. — si u, V disignent deux fonctions Hdles de x, dont la 
premiere conserve constamment km^me signe entre leslimxtes reeUesx=x^, 
.r = X, et si d'ailleiirs les deux integrales 

f udx, f 


if dx 




offrent des valeurs determinees, le rapport 


r 


V dx 


/“ 


dx 


sera une moyenne entre les dwerses valeurs qu^acquiert le rapport 


if 

u 


pour des valeurs de x intermediaires entre et X. 
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Du th^orfeme III on peut d^duire immediatement celui que nous 
allons 6noncer : 


Th6or6me IV. — Soient £c, y deux variables rielles et u, v deux f one- 
lions rielles de x, y, dont la frendire u conserve constamment le mime 
signe pour toutes les valeurs de y renfermees entre hs Kmites y=y^^ 
y = 'Y^les httres y^, Y disigruint deux fonctions donnees de a?, et pour 
touXes les valeurs de x renfermies entre les Umites constantes x=:x^, 
X = X. Si la difference Y — y, , considerie comme function dex,ne change 
pas de signe entre les Umites x = a?o> x = X, si d'aiUeurs hs deux inti- 
grcdes 


I j u dx dy, / / •’ 

"'x, iy, dr, dr. 


x« ''Xt 


offrvnt des valeurs determinees, h rapport 

,X .Y 


r vdxdy 
dr, dy. 


f f udxdy 

dr, dy, 

sera une moyenne entre les diverses valeurs qcC aequiert h rapport 


V 

u 


Demonstration. — Puisque la quantity u, consid6ree comme func- 
tion de X, y^ et la difference Y —y^, consider6e comme function de x, 
doivent, par hypothfese, ne pas changer de signes entre les limites des 
integrations, on pourfa en dire autant de la function de x represent6e 
par I’integrale 



dont le signe, eu 6gard au corollaire I du th6orfeme II, sera le pro- 
duit du signe de u par le signe de Y — y^. Cela ’pos6, on conclura du 

OBtafrei de C. — S. 11, t. XII. 
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th^oreme III que le rapport 


f\dxdy 

n u dxdy 

- j 


est une moyennc enlre les diverses valeurs du rapport 



et ce dernier rapport une moyenne entre les diverses valeurs du rap- 
port-' 

En appliquant de semblables raisonnements a des integrales 
triples, quadruples, etc., on ^tablira g6n6ralenient la proposition sui- 
vante : 


TuEORtiME V. — Soient a?, y, s, ... pbisieurs variables rdelles, et u, v 
deux fonctions reeUes dex, y, s, ..., dont la premiere u conserve cons- 
tamment le mime signe pour toutes les .valeurs de x renfermies entre les 
Umites constantes x^, X ; pour toutes' les valeurs de y renfermees entre les 
lirmtesy^, Y, gui representent deux forustions donnkes de x\ pour toutes 
les valeurs de z renf armies entre les limites s,, Z, qui representent deux 
fonctions' donnies de y\ etc. Siupposons encore qu' entre ces limites 
ckacune des differences 

Y ^0' z 5#, 

considdrie comme fonction de x, ou de x, y, etc., conserve constamment 
le mime signe. Si chacime des integrales 


•'r* 


..udxdydz. . 



. ..vdxdydz. . . 
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offre une vcileur determinie. It rapport 

z 

. . .vdxdy dz. . . 
z 

. . .udxdydz. . . 

sera une moyenne entre Its diverses vahurs qiiacquiert le rapport ^ pour 
des vahurs dex,y,s^ comprises entre ks limites des integrations. 

Comme les surfaces planes se trouvent repr6sent6es par des inte- 
grales definies simples, et les volumes des solides par des integrales 
definies doubles, les divers th6or^mes que nous venons d’etablir en- 
trainent imm^diatement plusieurs de ceux qui se trouvent 6nonces dans 
\e% Applications giometriques duGalculiT^nitisimal{^) et en particu- 
lier les suivants ; 

Thi£or£he VI. — Le rapport entre deux surfaces planes est toujours une 
quantiti moyenne entre les diverses vaieurs que peat acquirir le rapport 
des sections linAaires faites dans ces deux surfaces par un plan mobile qui 
demeure constamment paraUile a un plan donni. 

Tn^ORtm VII. — Le rapport entre les volumes renfmnks dans deux 
enveloppes distinctes est une quantity moyenne entre les diverses vaieurs 
qutspeut acquhrir le rapport des longueurs intercepties par les deux enve- 
loppes sur une droite mobile qui demettre constamment paraliile a un axe 
donnA. 

Gomme pour transformer le cercle dont le rayon est a en une ellipse 
dont les demi-axes sont a et 6, il suflit de faire croitre I’ordonn^e du 

cercle dans un rapport egal k il suit du theorbme VI que la surface 

de I’ellipse sera le produit de la surface du cercle par le rapport ~ 



(‘) (Mwres de Caucky, S. 11, T. V. 
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On retrouve ainsi, pour la surface de I’ellipse, I’expression connue 

Tta*—=:icab. 

a 


Pareillement, comme, pour transformer une sphere dont le rayon 
est a en un ellipsoide dont les demi-axes soient 

il suffit de faire croitre les ordonn6es de la sphere, mesur6es a partir 
de deux plans qui passent par le centre et se coupent k angles droits : 
1 ° dans un rapport egal 2 * dans un rapport egal a il suit du 
thkorkme VII que le volume de Tellipsoide sera le produit du volume de 
la sphkre par les deux rapports On retrouve ainsi, pour le volume 
de I’ellipsoide, I’expression connue 



* - — = ^irafec. 
a a 3 


Pour obtenir les thkorkmes VI et VII, il suffit d’exprimer les aires 
des surfaces planes et les volumes, a I’aided’intkgrales dkfinies simples 
ou doubles, en faisant usage, de coordonnkes rectangulaires iv, y, z. 
Maisk ces coordonnkes rectangulaires on pourrait substituer des coor- 
donnees polaires, savoir : le rayon vecteur r menk de I’originedescoor- 
donnkes a un point de I’espace, I’angle p forme par ce rayon vecteur 
avec un axe fixe menk par I’origine, et Tangle q formk par le plan qui 
renferme le rayon vecteur et Taxe fixe, avec un plan fixe passant par le 
mkme axe. D’autre part, si le rayon vecteur devient mobile, et si ce 
rayon, ofirant une longueur variable avec sa direction, tourne autour 
de Torigine dans un plan ou dans Tespace, de manikre k decrire une 
courbe ou une surface fermke qu’il traverse a chaque instant en un seul 
point ; alors, pour reprksenter Taire comprise dans la courbe plane, ou 
le volume enveloppk par la surface courbe, on okiendra Tintkgraie 
definie simple 
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r etant fonction de p, ou I’int^grale d^finie double 


jJ" J' r*sinpdpdq, 


r etant fonction de p et de q, Cela pose, on deduira imm6diatement des 
th6or6mes III et IV les propositions suivantes : 


Th^or^me VIII. — Le rapport entre les aires de deuoc surfaces planes 
engendries par deux rayons veeteurs mobiles qui toument simidtaniment 
dans un plan auiour d’un point fixe, de maniere a offrir des longueurs 
variables avec kur direction commune, est une moyenne entre les dioerses 
vakurs qu'acquiert successivement k carrk du rapport de ces deux rayons 
veeteurs. 

Thj6orI!ME is.. — Le rapport entre les volumes engendris par deux 
rayons veeteurs mobiles qui toument dans Vespace autour d*un point 
fixe, de maniire a offrir des longueurs variabks apec kur direction 
commune, est une moyenne entre les diverses vaJkurs qu'acquiert successi- 
vement le cube du rapport de ces rayons veeteurs. 


Dans le cas ou les deux rayons veeteurs cessent d’executer une rota- 
tion complete autour du point fixe, les limites des int^grales relatives 
a et k ^ demeurent quelconques ; mais le rapport des aires ou des 
volumes engendris est toujours kvidemment celui qu'indique le thko- 
rkme VIII ou le th^orkme IX. 

Lorsque deux rayons veeteurs mobiles, comptes k partir d’un point 
fixe, toument simultankment autour de ce point dans un plan ou dans 
I’espace, de telle manikre que leurs longueurs, mesur4es k chaque ins- 
tant dans .une mkme direction, conservent toujours entre elles le mkme 
rapport, les deux courbes planes, ou les deux surfaces courbes, 
dkcrites par les deux extr4mit6s de ces rayons veeteurs, sont ce qu’on 
appelle des courbes sernbkMes ou des surfaces semblahles. Cela pos6, 
les thkorkmes VIII et IX entrainent kvidemment les propositions sui- 
vantes : 
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Tfl^ORfeME X. — Le rapport des aires renfermees dans deux courbes sent- 
blables, engendrees par les extremites de deux rayons vecteurs qui tournent 
simultanement dans un plan autour d'un point fixe, en consermnt toujours 
entre eux le mime rapport, est egal au carre de ce rapport. 

Th^:or^;me XI. — Le rapport des volumes renfermes dans deux surfaces 
semblables engendrees par les extrimitis de deux rayons vecteurs qui 
tournent dans Tespojce autour d'lin point fixe, en consermnt toujours entre 
eux le mime rapport^ est egal au cube de ce rapport. 
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LES DIUTATIONS, LES CONDENSATIONS ET LES ROTATIONS 

PRODDITES PAR DN CHAN6EMENT DE FORME 
DANS UN SYSTEME DE POINTS MATfiRIELS. 


Pour etre en etatd’appliquerfacilementla G^ometriealaMecanigue, 
il ne suffit pas de connaitre les diverses formes que les lignes ou sur- 
faces peuvent presenter, et les propri^tes de ces lignes ou de ces sur- 
faces, mais il imports encore de savoir quels sont les changements de 
forme que peuvent subir les corps consid 4 r 6 s comme des syst^mes de 
points mat^riels, et k quelles lois generales ces changements de forme 
se trouvent assujettis. Ces lois ne paraissent pas moins dignes d’etre 
6tudiees que celles qui cxpriment les proprietes g^n^rales des lignes 
courbes ou des surfaces courbes; et aux th6orfemes d’Euler ou de 
Meusnier sur la courbure des surfaces qui limitent les corps, on pent 
ajouter d’autres theoremes qui aient pour objet les condensations ou 
les dilatations lineaires, et les autres modifications eprouvees en chaque 
point par un corps qui vient k changer de^ forme. D^jk, dans un Me- 
moirs qui a et6 presents k I’Acad^mie des Sciences le 3 o septembre 1822 
et pub lie par extrait dans le Bulletin de la Societe PhUomaAiqueQ),]'^! 
donn6 la th^orie des condensations ou dilatations lineaires, et les lois 
de leurs variations dans un systkme de points materiels. A cette th^orie, 
fondee sur une analyse que j’ai developp^e dans le second Volume des (*) 


( * ) OEwres de Cavchy^ S. II, T. IE. 
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Bxercices de Mazhim<xdques ( ' ), et que je vais reproduire avec quelques 
I6gferes modifications, je me propose de joindre ici la Iheorie des rota- 
tions qu’executent, en se d^formant, des axes men6s par un point 
quelconque du syst^me. 


ANALYSE. 

I. — Formules generates relatives au changemenl de forme 
que peut subir un systkme de points matiriels. 


Gonsid6rons un syst^me de points materials rapports a trois axes 
coordonn6s et rectangulaires. Soient, dansun premier 6tat du syst^me : 

X, y, z les coordonnees d’une molecule m supposee r6duite k un point 
materiel ; 

X + Ax, y Ay, z + Az les coordonnees d’une autre molecule to; 
r le rayon vecteur menk de la molecule m k la molkcule to; 
a, b, c les cosinus des angles formks par ce rayon vecteur avec les 
demi-axes des coordonnkes positives. 


On aura non seulemeot 

(i) /"‘rr A_y*-+- As*, 

mais encore 



et 

(3) o*-t- 6*-+-c*=i. 

Concevons maintenant que le systeme donne de points materiels 
vienne a se mouvoir et k changer de forme. Soient, dans le second 
ktat du systkme : 

5, Y], ^ les dkplacements de la molecule m, mesur^s parallklement aux 
axes coordonnks; 

5 4- A^, 7] -f- A y), ^ h- A^ les deplacements correspondents de la mole- 
cule TO ; 


(•) QEuvres de Cauchy, S. II, T, VII. 
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r + p le rayon vecteur mene de la molecule m a la molecule m\ 

0 , b, c les cosinus des angles formas par ce rayon vecteur avec les 
demi-axes des coordonn^es positives. 

Les coordonnees de la molecule m, dans le second etat du systSme, 
seront 

y+ti, = + 

tandis que celles de la molecule m seront 

ar -f- 1 Aa? -i- A?, y - 1 - rn- Ay + Ay), jj h- ? - t- A s 4- A? ; 

et, par suite, la difference entre les coordonnees des deux molecules, 
ou les projections alg6briques du rayon vecteur r + p sur les demi- 
axes des coordonnees positives, se trouveront representees par les 
binomes 

A.V -f- A^, Ay + Ayj, As -t- A?. 

En consequence, on aura non seulement 

(4) (r + p)*= (Aa; + AO*-t- (Ay -l- Ay))*-+. (As h- A?)*, 


mais encore 
(5) a 


Aar 4- A? 
/• -t-p ’ 


et 




r + p 


(6) o’-i-b* + f*=:i. 

Ce n’est pas tout : si I’on pose 

(7) . « = 


As-hAg 
r + p 


on tirera des equations (4) et (5), jointes aux formules (i) et ( 2 ), 


(9) 




la quantite e, determineepar laformule ('7),repr4ente 6videmment la 
QEwres de C. — S. 11, t. XII. 44 
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dilatation Uneaire que subit la distance r comprise entre les mole- 
cules m et m, tandis que le systeme donne passe du premier etat au 
second. Lorsque e devient n^gatif avec p, la dilatation dont il s’agit se 
transforme en une condensation lin6aire represent6e par la valeur 
numerique de s. 

Supposons maintenant qu’on d^signe par 0 et par O' les points de 
I’espace ayec lesquels coincide successivement la molecule m dans le 
premier et dans le second etat du systeme, puis par OA et par O' A' les 
demi-axes qui, dans ces deux etats, offrent pour directions celles des 
rayons vecteurs r et r -t- p. Supposons encore, pour fixer les idees, les 
demi-axes des coordonnees positives disposes de telle maniere que 
les mouvements de rotation, executes de droite k gauche autour de ces 
demi-axes, soient, dans les plans coordonnes, des mouvements 
directs. Enfin nommons 

a 

Tangle forme dans Tespace par le demi-axe O' A' avec le demi-axe'oA, 
ou, ce qui revient au meme, avec un demi-axe parallile mene par le 
point O' ; et representons par 

\es projections algebriques de Tangle o sur les plans coordonnes, c’est- 
k-dire, en d’autres termes, les trois angles form6s dans ces plans par 
les projections du rayon vecteur r + p avec les projections du rayon 
vecteur r, chacun de ces angles etant pris d’ailleurs avec le signe -f- 
ou avec le signe - , suivant que le mouvement de rotation d’un rayon 
vecteur qui tourne de maniere k s’appliquer successivement sur les 
projections de /• et de r-i- p, est direct ou retrograde. On aura, d’aprks 
une formule connue, 

COSd=:aa + bh^cc; 

puis de cette dernikre equation, jointe aux formulas (3) et (6), on 
conclura 


sin*d — I cos*5_ (a*-h b*-h c*) (a*+ c*) — (an 4. cc)*. 
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ou, ce qui revient au mfime, 

sin®d = (6f — bc)*4- (ca — fa)*+(ab — tt6)® 

et par suite 

(lo) sin5 = [(dt — bc)*-i- (ca — ta)*+ (ab — a6)®]*. 

De plus, Tangle o n’etant autre chose que la difference entre deux 
angles qui auront pour tangentes 


on en conclura 


par consequent 


(lO 


I “ T 


tang 9 


tang©; 


c 


c c 


be — be 


bh -h Cf* 
on trouvera de mfeme 
ca — ra 


tangx = 
el 


tang4' = 


ce •+• aa 


«b — \ikb 


aa + 6b 


II est bon d’observer que, en vertu des equations (9), les trois diff6 
rences 

6 f — be, ca — ca, ab — a6 


auront pour valeurs respectives 


(12) 


be — bc= 


6 AC — cAyi 
(H-s)r ’ 


CO — ta 




ab- 


aAti — bA^ 
(1 + 0'’ 


Dans les diyerses formules ci-dessus 6tablies, les deplacements 


moleculaires 




6 tant variables avec la 'position de la molecule m, doivent 6tre consi- 
der6s comme deS functions des cooMonnees ic,y, s. Passons mainte- 
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nant a d’autres formules, qu’on deduit iinm6diatement des pr6ce- 
dentes, en supposantque ces fonctions soient continues. 

Lorsque la direction du demi-axe OA restant inyariable, la 
molecule m se rapproche ind^finiment de la molecule m, chacune des 
quantit^s 

/•, Ayi, a? 

se rapproche indefiniment de la limitezero; mais il n’en est pas de 
m^me des rapports 

^ ^ 

4 r ^ 

dont chacun converge vers une limite qu’on determine sans peine a 
Taide des considerations suivantes : 

Representons par 

/(®. /. =) 

une fonction continue de x, y, s, par exemple un des deplace- 
nnents 5, y], C* On aura 

A/(a7, y, s) =f{x 4- Ac, y -H A/, s + Ac) — /(.r, /, s ), 
et par suite, eu egard aux formules ( 2 ), 

(j 3) g) ■_ /(J? 4 - ar, y + br, z + cr) —/{x, y, s) 

Or, tandis que- r s’approche indefiniment de zero, la limite vers 
laquelle converge le second membre de I’equation (i3) se reduitala 
valeur que prend la derivee 

Dr/(® 4- ar, y 4- br, s + cr) 

pour une valeur nulle de r, c’est-a-dire au trinome 

y, s) 4- bDyfix, y, s) 4- cD,/(a?, y, z). 

Done les limites vers lesquelles convergent les rapports 

M ^ ^ 

r ’ r * r ’ 

pour des valeurs decroissantes de r, seront determinees par les for- 
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mules 

I lim -4- bDy^ 4- cD-^, 

(<4) < lim^ = aD^TfH- iDjrV) + cDsY), 

I lim 4“ bJ}y^ 4" cDjC* 

Cela pos6, si la molecule nt se rapproche ind^finiment de la mole- 
cule m, ou, ce qui revient au meme, si r decroit indefiniment, les 
valeurs de 

s, 0 , b, t, 3, <p, X, 4», 

fournies par les equations (8), (9), (10) et(ii), convergeront elles- 
memes vers des limites qu’on obtiendra aisement en substituant dans 
les equations (8) et (9), k la place des rapports 

An A^ 
r ’ r * r ^ 

les seconds membrcs des fomules (i 4 )- En operant ainsi on trouvera, 
au lieu des equations (8) et (9), les suivantes : 

(i5) (i-He)*= Day^) -f* H- cDs^]* 

+ [aDarTQ H- ^(l -l-DyY]) + cDsY}]* 

-h -h bDyZ + c(i -h DjC)]*) 

I a = 4- Da;0 “*■ 

b z:: _L_-[<grD^Yj 4. ^(l-h DyYj) + cD-Yj], 

] £ 

f =^[aD«?4-*DyS-hc(i4-D=C)]; 

1 “1 6 

et, a la place des formules (12.), les suivantes : 

! dc — be = ^Dy-HeDs)(^t —cn), 

ca — ca = — - — (al)a;-l“ ^Dyh cDa)(c| — «?). 

1 £ 

( 

— (aDa4- &Dy4- cD.) (an - b^- 

1 “H £ 


ab — ab=: 
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II est d’ailleurs facile de voir ce que representeront les valeurs de 

£, a, b, f, 3, ffl, X, tj^) 

determinees par le systfeme des equations (i 5 ) et (i6), jointes aux 
formules (lo) et (ii) ; et d’abord, pour une valeur nulle de r, le demi- 
axeO'A', relatif au second 6tat du systfeme de points materiels, se 
confondra 6videmment avec la tangente menee par le point O' a la 
courbe en laquelle se sera metamorphose, en se deformant, le demi- 
axe OA mene par le point 0 . Gela pose, les angles dont les cosinus 
seront a', h', c’ determineront, dans le second etat du systfeme, la 
nouveUe direction que I’axe OA, en se courbant et se deplagant, aura 
prise k partir du point avec lequel coincide la molecule m; et Tangle B 
mesurera ce qu'on pent appeler la rotation du demi-axe OA autour de 
cette molecule. Quant aux angles 

Z. '1'. 

ils representeront toujours les projections alg6briques de Tangle S sur 
les plans coordonnes. Enfin la quantite s, determines par Tequa- 
tion (17), representera 6videmmcnt, dans le second etat du systfeme 
de points materiels, ce qu’on peut appeler la dilaxation Uneaire du 
systfeme, mesuree au point 0 ' suivant la direction O'A'. 

Considerons en particulier le cas od le demi-axe OA est parallels au 
plan des y, s. Dans ce cas on trouve 


a = o\ 

et, en nommant 'c Tangle polaire forme par le demi-axe OA avec celui 
desy positives, on a encore 

b = COST, c = sinT. 


Par suite, on tire de la premiere des formules (ii) jointe aux equa- 
tions (16), 


(i8) 


taDgip = 


(6Dy-l-cP.)(5g — CD) 

I (6Dy-(- cDs )( bit -h c?)* 
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ou, ce qui revient au meme, 

tan«r® = ( costD,.+ siHTP,) (C cost - n sinr) _ 

n-(cosTDy4-sinTD3)(ricosT + Csin7) 


Alors © repr6sente ce qu’on peut appeler la rotation du demi-axe OA 
autour d’un demi-axe parallMe k celui des x positives. D’ailleurs, si la 
direction du demi-axe OA vient k varier avec Tangle © dans un plan 
parallfele au plan des 7, s, la rotation © variera elle-meme; et, si Ton 
pose 


(20) 



9 6tant determine en fonction de t par la formule (19), a repr6sentera 
la valeur moyenne de cette rotation, ou ce qu’on peut appeler la 
rotation moyenne du systfeme autour d’un demi-axe parallMe k celui 
des X positives. Enfin on arrivera encore k des conclusions semblables, 
en supposant le demi-axe OA renferme dans un plan parallMe au plan 
des z, X ou des a;, y\ et si, en attribuant k ^ une valeur dktermin6e 
par Tequation 

f 2 n tangT- (C0STD»-t-SinTD:,)(gC0ST-esinT) 

' ' I-H(COSTDs-l-SinTDa:)(CcOST-l-5sinT) 

on prend 

I r*” 

(«) e=-| X*, 


ou si, en supposant 

(28) tang4' = 

on prend 
(24) 


(cosfDa-l- siuTDy)(n cost — ^sinr) 

I -H ( COST Ua -H sin tDjt) ( ^ COST -f- D SillT) ’ 



S, Y reprksenteront ce qu’on peut appeler les rotations moyennes du 
systdme autour des demi-axes menes par la molecule m parallklement 
k ceux desy et des s positives. 
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Puisque Tangle 9, determine par la premiere des formules (i i), cst 
la difference entre deux arcs dont les tangentes sent 



et que.pour passer de la premiere des formules (i i) a Tequation (ig)* 
il suffit de poser 

a = o, b = COST, c = sinT, 


par consequent 


I = tangr; 


et de plus, eu egard aux formules (i6), 

r _ &Dj?:4-c(i H-PaO _ COSTPyC + sinT(i + DsC) 

b ~ aDa,tl -I- i(H- PyYi) + cDafl ~ cosT(H-D, Tr)) + sinTPsYi’ 


ou, ce qui revient au meme, 


* _■ Py? + (1 + DgC) tangr . 

b~ n-DyYH-D.Y) tangT ’ 


il est clair que, dans la formule (20), on pourra supposer k volontk la 
valeur de 9 determinee ou par Tequation (19) ou par la suivante ; 


(35) 


lang(9 -1- T)=r 


Py^ + (i + D»0 tangr 
i + PyTi + D-tj tangr * 


Pareillement on pourra supposer k volonte, dans la formule (22), 
Tangle x, determine ou par Tequation (21) ou par la suivante : 


(36) 


tang(% + r) 


Ds^-<-(i-t- Dag) tangr . 
1 4- DsC 4- Past tangr ’ 


et, dans la formule (24), Tangle «{; determine ou par Tequation (23) 
ou par la suivante : 


(27) 


tang(<l)4-T) = 


Dgtl 4- ( 1 4 - Dyt]) tangr 
1 4- Dal 4- Dyg tangr * • 


Des formules jusqu’ici obtenues sededuisent diverses consequences 
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digues de remarque, et d’abord il rcsulte de la formule (i5) que le 
rapport 

1 

i-h e 

varie avec la direction du demi~axe OA de maniere a pouvoir Hre cons- 
tamment reprdsenti par le rayon vecteur d'un ellipsoide dont V equation 
serait 

( 28 ) 1 = [x(n-Da,0 + yDy?H-zUs'P 

+ [xBa'/i +y(i ■+■ Dj-to) -h zDsti]* 

+ [xDa?-t-yD,-f +z(i + zD-S]*, 


les lettresx, y, z designantles coordonnees courantes do cet ellipsoide. 
II est d’ailleurs bon d’observer que I’^quation (i 5 ) est precisement 
celle qu’on obtient quand on elimine n, b, c de I’equation (6), Taide 
des formules (16). Si, a I’aide des memes formules, on eliminait a, b,c 
de I’equation (2), on obtiendrait une autre Equation de laquelle il 
r6sulterait que le binome 

i + s. 

considdrd comme une quantite qui varie avec la direction du derrd- 
acee O' A', est reprdsenti par le rayon vecteur «. dhin second ellipsoide. 
Nous appellerons dilatations ou condensations principaJes celles qui 
correspondent aux trois axes del’un ou de I’autre ellipsoide, et parmi 
lesquelles se rencontrent toujours les dilatations ou condensations 
mascimum et minimum. Cela pose, il est clair que les trois directions 
dans lesquelles se mesureront les dilatations ou condensations Undaires 
seront ceUes de trois dend-axes qui se couperont d angles droits. Ces 
conclusions s’accordent avec les formules que jVi donn6es en 1822, 
dans le Volume II des Exercices de Mathimatiques. (Voir la page 60 et 
les suivantes.) ('). 

On peut encore conclure g6neralement de I’equation (10), apres en 


(1) OEuvres de Cauchy^ S- II, T. YU, p. 82 el suiv. 
OEuvres de C, — S. U, t. XII. 


45 
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avoir ^limine n, b, c, a I’aidc des formulos (i6), que, si h rapport 

I 

(i + e) sin3 

varie avec la direction du demi-axe OA, il se irouvera reprisenie par le 
carre du rayon vecleur d'une surface du quatriimedegre dont V equation 
sera 

(29) 1=: [{xDa+yDj-i-EDsXy? - zYi)]‘ 

-l-L(xD* + yDy + zDs)(z? — x?)]* 

+ [(xD,-4-yD^ + zD,)(xr,-yO?. 

Si, au contraire, a I’aido des formules (16), on eliminait a, b, c do 
r^quation (10), on conclurait de Tequation r^suUante quo le rapport 

i + g 

sin3 ’ 

considdre comme variable avec la direction du demi-axe O'A', pevi dtre 
reprisente par le carre du rayon vecteur d'une autre surface du qua- 
trieme degre. 

Enfin on conclura des formules (ii) et (16) que la tangente de 
chacun des angles y , t|; varie avec la direction du demi-axe OA, ou 
bien encore avec la direction du demi-axe O' A', de manidre a dtre cons- 
tamment reprdsentee par le rapport entre les carrds des rayons vectews 
de deux surf exes du second degrd. 

Concevons b present qu’on cherche la rotation moyenne du systeme 
de points mat6riels donne, non plus autour de trois demi-axes paral- 
Ifeles a ceux des x,yeXz positives, mais autour de trois autres demi- 
axes OA, OB, OC rectangulaires entre eux. Supposons que les cosinus 
des angles formes, avec les demi-axes des et s positives, par les 
demi-axes OA ou OB ou OC, soient respectivement 

a, b, c 
ou 

a\ A', c' 

OU 

a", b\ c', 
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les trois nouveaux denii-axes OA, OB, OC 6tant tels qu’un mouvement 
de rotation imprim6 k leur systeme puisse les faire coincider, le 
premier avec le demi-axe des x positives, le deuxi^me avec le demi- 
axe des j positives, le troisifeme avec le demi-axe des s positives. Les 
neuf cosinus 

a, c; a', 6', b\ c" 

seront li6s entre eux non seulement par les formules 

( a* + b* + c* =z t, a'* -h b'* -l- c'* = i, b"* + c’^= i 

(3o) I 

{ a'a’ + b'b^+ c'<f=o, a''a+ b’b + c''c = o, aa' + bb' + cc' = o, 


mais encore par la suivante : 

(3i) ab'c" — ab" c' + a' b" c — a' b(^ + a" bd — a' b'c = i. 

Cela pos6, pour obtenir les rotations moyennes du systkme de points 
materiels donn 4 autour des nouveaux demi-axes, il sufflra d’op^rer 
comme s’il s’agissait d’une simple transformation de coordonn^es rec- 
tangulaires, et dc remplacer en consequence dans les valeurs de to, 
5^, t{/ d^terminees par le systeme des formules (19) et (20), ou (21) 
ct (22), ou (28) et (24), non seulement 

I V, K 

par les trinomes 

b-n + c%, a'^-\-Un+d%, -I- -+- c*?, 

mais encore les caracteristiques 

Dx, Dj-, Ds 

par 

aDx4- 6Dj -t- cDs, a'Da-(- c'Ds, o'D®-!- c^D-. 

Ainsi, en particulier, si Ton nomme 6 la rotation moyenne du systkme 
autour du demi-axe OA qui forme avec ceux des coordonn6es positives 
des angles dont les cosinus sont 


A, b, c. 
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c’est-a-dire, si Ton designs par 6 une quantity dont la valeur num6- 
rique soil Tangle qui luesure cette rotation moyenne, en supposant 
d’ailleurs 0 positif ou negatif, suivant que cette rotation moyenne 
s’execute de droitc a gauche ou do gauche a droite autour du demi- 
axe OA; on aura 


( 32 ) 



o etant ce que devient Tangle o d6termin6 par Tequation (19) ou (26), 
quand on remplace dans cette equation 


par 

et 

par 


Dj;+ ft*Dj 4- D-, fl*'Da;+ 6^Dy+ C^^Dj. 


En consequence, la valeur de ra, qui devra 6 tre substitute dans la for- 
mule (32), sera celle que dtterminera Ttquation 

(33) iang(® + T) 

_ tang7+[a'D„+5'l)v+e'D, + (a"D:,+yD,+cM),)taDgT](a'^g + 6"Yi + c*'g) 

1 + ta'D;,+ b'bj + c'D, + (a'Da^- i^Dj-t-c'D,) laiigT](a'?+ 6'ti + c'?) ' 

Dans cette dernitre equation, les six quantitts 

a', 5', • o', o', b’, c" 


se trouventliees les unes aux autres, et aux quantitts a, b, c, par les 
cinq dernitres des formules ( 3 o), a Tune desquelles on pent substituer 
la formule ( 3 i). On pourra done supposer cinq de ces quantitts dtter- 
mintes en fonction de la sixieme, considerte comme constante arbi- 
traire, et des cosinus a, b, c. Mais la constante arbitraire dont il s’agit 
devra toujours disparaitre de la valeur de 9 que fournira Ttqua- 
tion (32). Car cette valeur de 9 , ou la rotation moyenne du systems de 
points mattriels autour du demi-axe OA, ne pourra dtpendre que de 
la direction de ce demi-axe, et par consequent des cosinus a, h, c. 
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Faisons voir maintenant comment on pent obtenir cinq des quantiles 
a', b', c', a", b", o’, 

par exemple les cinq derniferes, exprimees en fonction de la premike o' 
et de a, b, c. 

Remarquons d’abord que, eu 6gard a la formule (3i), la troisifeme 
et la quatrifeme des 6quations (3o) donneront 

(34) a’=zbc'—b'c, b''—ca' — c'a, c''—ab' — a'b. 

D’autre part, les deux premikes et la derni^re des formules (3o) don- 
neront non seulement 

( 5* -t- ) ( &'* -h c'*) - ( -4- cc')* = I - a*— a'», 

et par suite 

bd — 5'c=±:(i — a*— a'*)*, 

mais encore 

bV -¥ cd ■=!— aa’ \ 

puis on en conclura 

/oi^x abcd±c{\ — a* — a'*)^ aca'q: d(i — a® — a'*)* 

6*4-c* ’ 

II ne reste plus qu’b substituer les valeurs prk^dentes de V et de d 
dans les formules (34), pour obtenir les cinq quantiles 

V d, a\ b\ d>, 

exprimees en fonction de a, h, c et de a'. 

Au reste, 0 devant kre independent de a', on pent, dans le second 
membre de la formule (33), se burner k substituer non pas les valeurs 
generales des quantiles 

b', d, a\ b", c\ 

deduites des formules (34) et (35), mais les valeurs particuliferes 
qu’acquikent ces quantiles, quand on attribue au cosinus a' une 
valeur particuliere, par exemple quand on suppose 
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Dans cette hypothfese, on tire des formules (34) et (35) 

h' c' _ a’ _ Zi" _ c" (i— 

"c — ^ ~ — (**+ C*) — 0? — ac '■ ’ 

ou, ce qui revient an m6me, eu 4gard a I’^quation + c® = i — a®, 

y .o' _ a" _ h" _ d" i . 

' ' —c b I — a* —ab — ac 

Si Ton substitue les valeurs de 

b\ d, a\ b", d 

tirees de cette derniere formule dans I'^quation (33), on r6duisant 
de plus fl' a zero, on trouyera 

( 87 ) tang(ro+T) 

tangT-i- JiD, — cDj,+ [D*— a(aDa+ftDy+cD.)] langTj^ — aia^+^^+ci;,) 
I + { 6 D.— cDj + [Dj,— a(aDa+ t>D, •+ cD*)] laiigt i 

En consequence, il suffit de joindre la formule (37) a la formule (32) 
pour obtenir la rotation moyenne du systbme de points materiels 
donne, autour d’un demi-axe quelconque OA, qui forme, avec les 
demi-axes des coordonnees positives, des angles dont les cosinus sont 
representes par a, b, c. 

Si Ton adoptait, relativement aux demi-axes des coordonnees posi- 
tives, une bypothese contraire k celle que nous avons admise jusqu’ici, 
en supposant ces demi-axes disposes de telle maniere que les mouve- 
ments de rotation executes de droite k gauche autour de ces demi-axes 
fussent dans les plans coordonnes des mouvements retrogrades; alors 
la valeur de 0, determinee par le syst'eme des formules (32) et (37), 
repr6senterait toujours, au signe prks. Tangle qui mesurerait la rota- 
tion moyenne du systkme de points materiels donne autour du demi- 
axe OA correspondant aux angles dont les cosinus sont a,b,c: mais ■ 
cette quantite serait positive ou negative, suivant que la rotation 


DANS UN SYST^ME DE POINTS MATfiRIELS. 


359 


moycnne dont il s’agit s’effectuerait de gauche a droife ou de droite a 
gauche autour du demi-axe OA. 

En terminant ce paragraphe, nous rappellerons la relation qui existe 
entre la dilatation ou la condensation du volume en un point donn^, 
et les dilatations ou condensations lin6aires principales mesurees en 
ce meme point, suivant trois axes rectangulaires entre eux. Pour 
obtenir cette relation, consid6rons un tres petit element de volume 
compris dans le premier 4tat du systeme, sous une surface spherique 
dont le rayon soit d^signe par r, le centre etant le point O', qui a pour 
coordonnees x, y, z. Dans le second 6tat du systeme, la molecule nt, 
qui occupait primitivement le point 0, se trouvera deplacee et trans- 
portee au point O', dont les coordonn6es seront 

x + y + rt, s + 

de plus, d’apr^s ce qui a 6te dit prec^demment, la sphere tres petite, 
dont le rayon etait represents par r, et le volume •(? par I’expression 

( 38 ) = 

se trouvera sfensiblement transformSe en un ellipsoide. En effet, soit m 
une seconde molScuIe situee, dans le premier etat du systeme, a la 
distance r de la molecule m, et nommons r + p la nouvelle distance 
qui, dans le second Stat du systeme, separe la molecule m de la mole- 
cule m. Si, en attribuant a r une valeur trSs petite, on pose 

r + p=:(i-+-s)r, 

la valeur de e diffSrera tres peu de celle que fournit I’equation (i5), 
etpar suite la nouvelle distance r -f-p se confondra sensiblement, en 
grandeur comme en direction, avec le rayon vecteurn: d’un ellipsoide 
semblable h celui dont le rayon vecteur a StS prScedemment dSsigne 
par t. ( Voir la page 353.) Done le petit volume primitivement dSsignS 
par 
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se trouvera transforme dans le second 6tat du systeme, en un autre 
volume termin6 par la surface courbe qu'engendrera un rayon 
vecteur dont la longueur, mesuree dans le sens du rayon vecteur t, se 
r^duira sensiblement au produit 

/X, 

et rigoureusement b un produit de la forme 

rt(i + i), 

i d6signant une quantite qui deviendra inliniment petite avec r. 
D’ailleurs, si Ton nomme 

les dilatations lin6aircs principales, 

I + e', I + e", 1 + e" 

repr^senteront les trois axes principaux de I’eHipsoide qui a pour 
rayon vecteur x. Par suite, les valeurs de cet ellipsoide et de I’ellip- 
soide semblable, qui aura pour rayon vecteur le produit rt, seront 
respectivement 

|7t(l + £')(« + 0(1 + 

|icr»(H-£') (i 4-6") (i 4- 6®). 

D’autre part, il suit du theorbmc IX de la Note pr6c6dente que le rap- 
port entre les volumes 

engendr6s par deux rayons vecteurs 

r£.(i4-i) et nc, . 

qui, dans le second 6tat du systbme, tournent simultanement autour 
de la molecule nt, de manierc b olfrir des longueurs variables avec leur 
direction commune, est une moyenne entre les diverses valeurs 
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qu’acquiert success! vement le cube 

(i + O* 

du rapport de ces rayons vccteurs. On aura done 

(39) ‘<>1 — +s') (n-£")(i 4-s'')(i + lY, 

t designant une quantity moyenne entre les diverses valeurs de i, par 
consequent une quantite qui deviendra infiniment petite avec r et i. 
Soit maintenant u la dilatation du volume mesuree, dans le second 
etat du systeme, au point occupe par la molecule in. Cette dilatation 
ne sera autre chose que la limite dont le rapport 

■<? 

s’approchera indefiniment pour des valeurs num^riques decroissantes 
de r et de t. Or, comme on tirera des formules (38) et ( 89 ) 

on en conclura, en passant aux limites, 

(40) i + 'j = (H-s'){n-e')(n-£®). 

Telle est en effet la relation gen^rale qui existc entre la dilatation du 
volume et les dilatations lineaires principales 

e', s", 

II. — Formules relatives aux changements de forme infiniment petits 
que peut subir un systhme de points matiriels. 

Les diverses formules obtenues dans le premier paragraphe se sim- 
plifient lorsque le changementde forme du systbme de points mat^riels 
donn^ devient infiniment petit, ou plutdt, lorsque le changement de 
forme est assez petit pour qu’on puisse n^gliger les puissances sup^- 

OJSttores de C . — S. II, t. XU. 4® 
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rieures et les produits des deplacements mol^culaires et des quantites 
du meme ordre, par example, des derivdes de ces deplacetnents et des 
dilatations lin6aires. Alors la formule (i5) du paragraphe I, r6duite k 

(1) g=ra»D;,^4-A»D^7i + cM),?-)-ftc(D,.C-+-D,Y)) 

+ + D;,?) 4- fft>(D^ti 4- Dy^, 

ou, ce qui revient au meme, k 

(2) «=:(«D*4-^>D,.4-cDs){«^4-Ay3 4-cO, 

fournira une valeur tres simple do la dilatation lin6aire mesur6e 
suivant une droite qui formait primitivement avec les demi-axes des 
coordonnees positives des angles dont les cosinus etaient a, b, c. 11 est 
important d’observer que, dans le cas oD elle devient negative, la 
dilatation i represente une veritable condensation prise avec le 

signe — . La formule (i), en verlu delaquelle j repr^sente, au signe 

pr^s, le carre du rayon vecteur d’une surface du second degre, entraine 
imm^diatement le th^or^me suivant, d^jk 6nonc4 dans le Volume II 
des Bscerdces de MatMmatiques : 

THfiORkME I. — Supposons que, par I'effet d'une cause quelconque, un 
sysUme de points maUriels passe d'un etat naturel ou ariificiel a un second 
ktat tris peu different du premier, et qiCa partir d’un point donni m de ce 
systeme on porte, sur chacun des demi-axes ahoutissant au mime point, 
une longueur igale a tumti dimie par la racine carrSe de la condensation 
liniaire mesurde suivant le dend-axe que Hon considire, Cette longueur 
sera le rayon vecteur d’un eUipsoide qui aura pour centre le point m, et 
dont les trois axes correspondront a trois dilatations ou condensations 
principales. Quant aux autres dilatations ou condensations, elles seront 
symetriquement distributes autour de ces trois axes. Dans certains cas, 
r eUipsoide dont il s’agit se troupera remplaci par deux hyperboloides d 
une nappe ou d deux nappes, qui, dlarit conjuguis I’un a I’ autre, auront 
le mime centre avec les mimes axes, et seront touches d I’infini par une 
mime surface conique du second degri. Ces cas sont ceux ou ily aura, 
autour d’un point donni, dilatation dans un sens, condensation dans un 
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autre. Alors la surface conique dont il s'agit separera la region dilutee, 
qui correspondra au premier hyperhohide, de la region condensee, qui 
correspondra au second, et les gknAratrices de cette swface conique indi- 
queront les directions suivant lesquelles il rCy aura ni dilatation, ni con- 
densation. Ajoutons que, parmi les condensations ou dilatations princi- 
pales, on rencontrera toujours, si le corps est dilate dans torn les sens, ou 
condense dans tous les sens autour du point m. un maximum et un mini- 
mum de dilatation, ou hien un maximum etun minimum de condensation; 
ou, si le contraire arrive, une dilatation minimum avec une condensation 
maximum. 

Il peut arriver que les trois dilatations ou condensations princi- 
pales, ou au moins deux d’entre elles, deviennent equivalentes ou se 
r6duisent a z6ro. Alors, Tellipsolde et les hyperboloides mentionnes 
dans le theor^me precedent deviennent des surfaces de rfevolution ou 
des cylindres, et peuvent m6me se r4duire k une sphere ou k un sys- 
tkme de deux plans paralleles. Ainsi, en particulier,lorsque le systkme 
de points materiels donn6 est dilate dans tous les sens ou condense dans 
tous les sens, et que les dilatations ou condensations principales sont 
equivalentes, Tellipsoide se change en une sphere, et la dilatation ou 
condensation reste la m6me dans toutes les directions autour du point nt. 

Si de I’equation (i) on tire successivement les trois valours de la 
,1a dilatation e correspondantes a trois demi-axes rectangulaires, qui 
forment, avec les demi-axes des coordonn^es, des angles dont les 
cosinus soient 

a, b, c; a', //, c'; a", b’, o’, 

on obtiendra pour ces trois valeurs les trois polynomes 
a*D4-i-A*lVn-+-c*l)s{; 

-1- be (DyC -l-DjYi)^ ca 0*0.+ +1V?)> 

a'*D*?4-6'*Dy7)-i-c'»D5? 

-I- 6V(DyC-+-D.n)+ c'o'(Ds?-i-D*C) +a'6'(D*nH-DyO. 
a'*J)*$ + A'*DyT3 + c'‘D.C 

-4- 6'c'(DyC-4- Ds-o)-l-c''a"(D,|+ D,C) + -4-DyO; 



364 DILATATIONS, CONDENSATIONS ET ROTATIONS 
et par suite, en ayant §gard aux formules 

( a* + a'* H- «'* = 1. + b'^ + b"^ = i, c* + c'* H- c"* = i, 

/Q \ > 

' ^ I 6c-(-A'c'-h6V'=o, ca + c'a'+c'a*'=o, ab + a' b' + a’ b" =o, 

on reconnaitra que la somme de ces trois valeurs se reduit i 

D*^ + l)yYl + D5?. 

D’ailleurs les dilatations lineaires principales e', e", e" correspondent 
a trois axes rectangulaires entre eux. On peut done encore enoncer la 
proposition suivante : 

Ta)toafeME II . — Les mimes chases itant posies que dans k theorirm I, la 
somme des dilatations lineaires mesuries en un point donni, suioant trois 
directions qui, dans k premier itat du syslime, iudent rectangulaires 
entre elles, restera toujours iquimknte a la somme des dilatations lindaires 
principales t', t", s", determinie par la formuh 

(4) £^=Dx 5 HyVJ + D;![. 

Lorsqu’en considerant les deplacements mol 4 culaires et, par suite, 
les dilatations comme des quantites infiniment petites du premier 
ordre, on neglige, dans les diverses formules, les infiniment petits 
d’un ordre superieur au premier, I’dquation (40) du paragraphe I 
donne simplement 

puis de celle-ci, combinee avec la formule (4), on tire 

(6) u = Dje^ -h DyY) + D.J. 

On peut done 6noncer encore la proposition suivante : 

THfeORtME III. — Les mimes choses etant posies que dans k thio- 
rimje 1 , la dilatation du volume en chaque point sera iquivalente, non 
seulement a la somme des dilatations lineaires principales, mais aussi a la 
somme des dirivees quon obtient lorsque les deplacements molicukdres, 
mesures paralUkment aux axes coordonnis des x, 7, s, sont differentiis. 
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le premier par rapport a x, le deuxiime par rapport a y, le troisieme par 
rapport d z. 

Goncevons maintenant que, les deplacemcnts mol^culaires otant 
toujours consider6s comme infmiment petits du premier ordre, on 
neglige les quantit^s infiniment petites du second ordre ou d’un ordre 
sup^rieur dans les formules du paragraphe I qui d 4 terminent, soil la 
rotation d’un axe autour d’une molecule donn 4 e m, soit la rotation 
moyenne du syst^me autour des demi-axes men6s par cette molecule, 
parallblement aux demi-axes des coordonn^es positives, ou meme 
parall^Iement a des demi-axes quelconques. On pourra, dans les for- 
mules (i6), (17) du paragraphe I, reduire le binome i -i- e a runit6, 
et, par suite, on tirera de ces formules, jointes a I’^quation (10) du 
meme paragraphe, 

( 7 ) 3’= [(aDxH-6Dy+cD.)(6C — cn)p 

-H [(^Dj--)- bDy-i- cDs) (c ^ 

[(aD,-l- cD,) (al - 6y))]*. 

Cette derniere equation determinera immediatement la rotation infini- 
ment petite qu’executera, en se deformant, autour de la molecule m, 
un demi-axe dont la direction primitive formait, avec les demi-axes 
des coordonnees positives, les angles correspondents aux trois cosinus 
a, b, c. 

Quant k la rotation moyenne du systeme autour d’un demi-axe mene 
par la molecule m, parallMement au demi-axe des a; positives, elle se 
d6duira immediatement des equations (19) et (20) [§ I], dont la pre- 
miere donne, quand on neglige les infiniment petits du second ordre 
et d’un ordre superieur, 

(8) ? = ( COST Dy-t- sinTDs) (C cost— - vj siiiT) 

= cos’tD^C — siii*T D-y) — sinTcosT(Dj.Y) — D-C), 

ou, ce qui revient au meme, 

(9) 9 = — DsYi) -h -(DjC-t-Dsio) C0S2T — -(DyYj — DiOsinsT. 

2 2 
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Cela pos6, commo on a gen6ralement 

cop2TrfT= / sinsT^/rnro, 

la formule ( 20 ) du paragraphe I donnera 

«=1(D,?-D,ri). 

On aura de m6me 

6=i(D,l-D*?), 

y=l(D,ti-^D^?). 

Telles sent les valeurs de a, 5, y qui, dans I’hypothfese admise, se d6- . 
duirontdes formules (20), (22), ( 24 ) du paragraphe I. En conse- 
quence, on pourra enoncer la proposition suivante ; 

TfliioRfeMB IV. — Les mimes choses etant posies que dans le thiorime L 
les moitiis des trois binomes 

OrK~l>zr., D^^-D^C, D*r)-D,.| 

reprisenteront les rotations moyennes qiHeccecutera h systeme de points 
maxirids donni autour de trois demi-axes menes par la moUcide xci,paral~ 
Ulement aucc demi-axes des coordonnkes positives, e'est-d-dire qu'elles 
repriserOeront les trois angles infiniment petits qui mesureront ces rotations 
moyennes dans trois plans paralUles aux plans coordonnds, chacun de ces 
angles itanx pris avec le signe + ou avec le signe — , suivant quil pourra 
itre considdicommedicritpartm rayon mobile, envertu d!un mouvement 
de rotation direct, ou en vertu cT un mouvement de rotation retrograde. 

Si Ton cherchait la rotation moyenne B ex4cut4e par le systeme de 
points mat^riels, non plus autour d’un demi-axe parallMe k celui des 
X positives, mais autour d’un demi-axe qui formerait, avec ceux des 
coordonnees positives, les angles correspondents aux cosinus a,b, c; 
il faudrait k la formule ( 20 ) du paragraphe I substituer la formule (32) 




367 


DANS UN SYSTfiME DE POINTS MATERIELS. 


du meme paragraphe, en supposant la valeur de ra determin^e par 
la formula (33); ou, ce qui revient au meme, il faudrait remplacer, 
dans la premiere des equations (lo), a par 6, 


par 

et 

par 

les cosinus 


fi, ? 

D„ D, 

a' D^ + b' Dy -+■ o' D-, a'D* + b" D,- + c'‘l). ; 
a', b', c', a", V, c" 


etant d’ailleurs li6s entre eux et avec les cosinus 


c 

par les formulas (3o), (3i) du paragraphe 1. Or, comma on aura dans 
ce cas 


(u) b'd'-b’c'=a, c'a’—c«a'=b, a' b" - a’ b' = c, 

on trouvera, en operant comma on vient de le dire, 

(12) 0 = ^(Dy?-D,Yi) 4- J(D,$-D,C) + £(D*r, -Dy|). 


Lorsque les mouvements directs de rotation, executes autour de I’ori- 
gine dans les plans coordonn6s par des rayons vecteurs mobiles, sont 
en m^me temps, comme on I’a suppose jusqu’ici, des mouvements exe- 
cutes de droite a gauche autour des demi-axes des coordonnees posi- 
tives, la valeur de 0, determinee par la formula ( 12 ), est positive ou 
negative suivant que la rotation moyenne du systeme de points mate- 
rials, autour du demi-axe correspondant aux cosinus a, b, c, s’eifectue 
de droite k gauche ou de gauche k droite. Done la valeur de 6, deter- 
minke par la formule ( 12 ), reprksente Tangle infiniment petit qui sert 
de mesure a cette rotation moyenne, pris dans le premier cas avec le 
signe +, dans le second cas avec le signe — . 

De requation (i 2 ).jointe aux formulas ( 10 ), on tire 

(i3) 6 = cy. 
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On a d’ailleurs identiquement 

(aa + 66+cy)*4-(6y — c6)®+(c« — ay )*+(«§ — bay 
= (a*+ Z>®4- c*)(«*H- + y*). 

Done, eu egard k I’^quation (i3) et a la formule 

a*+ 6*4- c* = i, 

on trouvera 

(14) 0*-+-(6y — c 6)*4- (ca — ay)* 4- (a6 — 6a)*= a* 4- 6*4- y*. 

En vertu de cette dernifere equation, la valeur num^rique do 0 
deyiendra un maoeimum lorsqu’on aura 

6y — c6=;o, ca — ay = o, a6 — 6a = o; 

par consequent 

(15) - = , = -=± -■ 

* ® ^ («*4-6*4-y*)* 

D’autre part on tirera des formules (i3) et (t5) 

(16) e=±(a*4-6»-l-y*)"*. 

Si, pour fixer les idees, on r6duit le double signe au signe I’equa- 
tion(i6) fournira pr6eis6ment. le maximum de la rotation moyenne 
executee par le systeuie de points materiels autour d’un demi-axe abou- 
tissant k la molecule m. Ge maximum est ce que nous appellerons la 
rotation moyenne principals; si on le designe par 0, on trouvera non 
seulement 

(17) ® = (a*4-6*4-y*)^ 
mais encore, en vertu de la formule (i3), 

(. 8 ) »=|. 4 = 5 , e=l. 

Cesdernibres equations determineront les cosinus a, b, c des angles 
formes avec les demi-axes des coordonnkes positives par le demi-axe 
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autour duquel s’executera de droite k gauche la rotation moyenne prin- 
cipale. 

Concevons maintenant qu’k partir de la molecule m on porte une 
longueur repr6sent6e par la rotation moyenne principale sur le demi- 
axe autour duquel s’executera de droite a gauche cette rotation 
moyenne. Les projections alg6briques de cette longueur sur les axes 
de ce,y, z seront evidemment represent6es par les produits 

©a, 06 , &c, 

les valeurs des cosinus a, b, c 6tant celles que fournissent les equa- 
tions (18), ou, ce qui revient au meme, par les quantit6s 

«, s, y 

que d6terminent les 6quations (10). D’ailleurs, en vertu du th6o- 
reme IV, ces m^mes quantites 

«, 6, y 

representeront aussi les rotations moyennes du systfeme de points ma- 
terials autour de trois demi-axes menes par la molecule m, parallele- 
ment k ceux des coordonnees positives. On pourra done enoncer 
encore la proposition suivante ; 

TaeoR^ME V. — Les mimes choses itant posies que dans k theorime 1 , 
si la rotation moyenne principak qui correspond d la mokcuk m est repri- 
sentee par une longueur portie, d partir de cette mokcule, sur k demi- 
axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite d gauche.^ ks projec- 
tions algibriques de la mime longueur, sur ks axes des x, y, z, represen- 
teront ks rotations moyennes du systime autour de trois axes paralUks 
menes par la mokcuk nt. 

Concevons k present que les quantites a, b, c cessent de se confondre 
avec les trois rapports 

« 6 y 

©’ 0’ 1 


OEuvres de C, — S. U, t. XII. 
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et repr6sentent les cosinus des angles form6s avec les demi-axes des 
coordonnees positives parun demi-axe distinct de celui autourduquel 
s’effectue de droite k gauche la rotation moyenne principale. Le 
cosinus de Tangle compris entre ces deux demi-axes sera, d’apres une 
formule connue, 

a , S y 

D’ailleurs, en multipliant ce cosinus par 0, on obtiendra pour produit 
le trinome 

aa 4- 66 -hcy; 

et ce trinome, en vertu de la formule ( 12 ) ou (i3), representera la 
rotation moyenne autour du nouveau demi-axe, c’est-k-dire Tangle 
qui mesurera cette rotation moyenne, pris avec le signe ■+■ ou le 
signe — , su.ivant que cette m^me rotation s’effectuera de droite a 
gauche ou de gauche k droite, autour du demi-axe dont il s’agit. On 
pourra done encore enoncer la proposition suivante : 

THEORkME YI. — Les mimes choses itant posies que dans le tMorime I, 
si la rotation moyenne principale qui correspond d la moUevde m est repre- 
sentie p>ar une longueur portie a partir de cette molicule sur le demi-axe 
autour duquel cette rotation s'effectue de droite a gauche, la rotation 
moyenne autour d’un autre demi-axe sera le produit de la rotation 
moyenne principale par le cosinus de V angle compris entre les deux axes. 

Corollaire. — Si le nouveau demi-axe est perpendiculaire au pre- 
mier, le cosinus de Tangle compris entre eux s’kvanouira, et par suite 
on pourra en dire autant de la rotation moyenne effectuke autour du 
nouveau demi-axe. Si au contraire Tangle compris entre les deux 
demi-axes est aigu ou obtus, le cosinus de cet angle sera positif dans 
le premier cas, nkgatif dans le second, en meme temps que la rotation 
moyenne dont il s’agit. Done cette rotation s’effectuera, dans le pre- 
mier cas, de droite a gauche; dans le second cas, de gauche a droite. 
Cela pos6, comme le produit d’une longueur mesurke sur une droite 
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par le cosinus de Tangle que forme cette droite avec une autre, repr6- 
sente toujours au signe pres la projection de la longueur sur la 
nouvelle droite, le sixieme theoreme entrainera 6videmment la propo- 
sition suivante : 

TuEORfeME VII. •— Les mimes choses etant posees que dans k theo- 
rime I, si la rotation moyenne principcde qua correspond a la molecuk m 
est reprisentee par une longueur portee, a partir de cette molecuk, sur k 
derm-axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite a gauche; la 
rotation moyenne autour d'un demi-axe quekonque sera reprisenUe au 
signe pris par la projection de la rotation moyenne principale sur ce demi- 
axe : par consiquent, eUe s'evanouira si le nouveau demi-axe est p&rpen- 
dicvdaire au premier. Dans le cos contraire^ elle s'eff&:tuera de droite a 
gauche ou de gaucke a droite, suivant que Vangk compris entre les deux 
demi-axes sera positif ou negatif. 

L’interpretation que nous avons donn6e de la formule (12) et les 
theorfemes que nous venons d’en d^duire, supposent les demi-axes des 
coordonn^es positives tellement disposes que les mouvements de rota- 
tion, executes de droite a gauche autour de ces demi-axes, soient, dans 
les plans coordonn^s, des mouvements directs. Dans Thypothese con- 
traire, la valeur de 9, d6termin6e par la formule (12), serait positive 
ou negative suivant que la rotation moyenne, repr6sent6e par la'valeur 
num6rique de 9, s’executerait de gauche a droite, ou de droite a 
gauche, autour du demi-axe correspondant aux angles dont les cosinus 
seraient a,b,c‘, et alors, dans les enonc6s des th6orfemes V, VI, VII, les 
mouvements de rotation de droite k gauche devraient 6tre remplaces 
par des mouvements de rotation de gauche k droite. 

Apres nous ktre spfecialement occupks des rotations moyennes, 
revenons k la formule (8), qui determine simplement la rotation 9 
ex6cutee autour du demi-axe des x positives par un demi-axe primiti- 
vement renfermk dans le plan des y, s. En vertu de cette formule, la 
valeur num4rique de la rotation f sera Equivalents k TunitE divisee par 
le carre du rayon vecteur de Tune des courhes du second degrE, tra- 
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cees dans le plan des 7, 5, de manifere que leurs coordonn6es cou- 
rantes y, z v6rifient les Equations 

(,9) y*DyC-z*D=Ti _yz(D//j-D*0 = i. 

(20) y*D,? — 2 ®D-yi — yz(D,.iri — D.?)=— I. 

Op il arrivera toujours necessairement, ou que Tune de ces deux 
courbes sera une ellipse, I’autre 6tan(; imaginaire, ou que les deux 
courbes seront deux hyperboles qui offrent le mfeme centre et les 
m^mes asymptotes avec des axes reels perpendiculaires entre eux. Le 
premier cas sera celui oil, en se deformant, les axes, primitivement 
renfermes dans le plan des 7, tourneront tous dans le meme sens 
autour du demi-axe des x positives. Comme d ailleurs celiii-ci peut 
etre un demi-axe quelconque, il est clair que la formula (8) entrainera 
la proposition suivante : 

TfflEORianE VIII. — Les mimes chases itaiU posies gue dans le thio- 
Time /, portons a partir de la molicule in, svr chacun des derm-axes 
aboutissant d cette molecule et renfermis dans un mime plan, une lon- 
gueur iquivakroe a Vuniti divisie par la racine carrie de la rotation tris 
petite qu' execute, en se diformant, le demi-axe que Ion considire autour 
d'une droite perpendicuMre au plan. Cette longueur reprisentera le rayon 
vectewr d'une ellipse qui aura pour centre la molicule nt, et dont les deux 
axes, grand et petit, correspondront, si toutes les rotations s'execulent 
dans le mime sens, le premier d la rotation dont la valeur raxmhique sera 
un minimum, le second d la rotation dont la valeur nwn&nque sera un 
maximum. Si au contraire les rotations s'executent les unes dans un sens, 
ks autres en sens contraire, 1 ellipse se tromera remplaciepar deux hyper- 
boles qui, etant conjuguies I'une a I’autre, auront pour centre common la 
molicule nt, et qui offriront les mimes asymptotes avec des axes riels, per- 
pendiculaires entre eux. Ators ces axes riels correspondront d deux rotations 
effeciuies en sens contraires, et dont chacune sera un minimum, abstrac- 
tion faite du signe; tandis que les directions des asymptotes ripondront 
d deux demi-axes dont les rotations s’ ivanouiront. 
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II est facile de determiner analytiquement les deux rotations 
mentionnees dans le th6orfeme VIII, et dont chacune offrira une 
valeur num6rique maximum ou minimum. Si, pour plus de commo- 
dity, le plan dans lequel sont renfermes les demi-axes que Ton consi- 
dere est pris pour plan des y, s, la rotation trfes petite <p, executee 
par un de ces demi-axes autour d’une perpendiculaire au plan, sera, 
comme nous I’avons explique, determinye par la formule (8), ou, ce 
qui revientau myme,par la formule (9). Done cette rotation deviendra 
un maximum ou un minimum, lorsqu’a la formule (9) on joindra la 
suivante : 


(21) 

de laquelle on tirera 

, , C0S2T Sin2T 

(22) 


Dx9 = 0 


DyC ■+■ D-y) Ds? — DyVi 


[(Dy? + D^YJ)* -H ( DyYJ — Ds?)*] 


Done les deux rotations, dont chacune offrira, pour valeur numerique, 
un maximum ou un minimum, seront les deux valeurs de <p que deter- 
minera la formule 


(23) 9 = i(DyS-D,Yi) ± i[(Dy?-hD.Y))*+ (DyYi 


D’ailleurs ces deux valeurs seront des quantites affectyes du meme 
signe, si toutes les rotations s’executent dans le myme sens, et de 
signes contraires, si cette condition n’est pas remplie; mais dans tons 
les cas la rotation moyenne 

a= i(Dy?: — DsY)) 

reprysentera la demi-somme des valeurs de (p donnyes par I’yqua- 
tion (23). On pent done enoncer la proposition suivante : 

THiORiME IX. — Les mimes chases itant posies que dans k thiorime VllI, 
les deux rotations, dont chacune offrira une valeur numirique maximum 
ou minimum, fourniront une dami-somme pricisiment igak a la rota- 
tion moyenne. 
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Si, en considerant les rotations ex6cut6es par les divers demi-axes 
que renferme un meme plan autour d’une droite perpendiculaire a ce 
plan, on cessait de faire coincider ce plan avec le plan des y, z, et la 
droite avec I’axe des x, les deux rotations, dont chacune offrirait une 
valeur num^rique maccimum ou imnimum, seraient fournies non par 
I’equation (28), naais par une formule nouvelle, que I’onpourrait aise- 
ment deduire decette Equation. En effet, nommons ct ce que devient 
la rotation ® quand on remplace le demi-axe des x positives par le 
demi-axe qui forme avec ceux des coordonnees positives des angles 
dont les cosinus sont 

a, b, c, 

et supposons 

a', b', c', a", b\ c" 


li6s aux cosinus a,i,c par les formulas (3o) et (Si) du paragraphe I. 
Pour obtenir l’6quation qui determinera le maximum ou le minimum 
de C3, il suffira 6videmment de remplacer, dans la formule (23), 


par 

et 

par 


V), ? 

a'l+b'n + dTi, + 

Da 

ci'T)x~^ b'J)y-i- c'D-y 01" D X -h b'' Dy-h 


Or, en op6rant ainsi, on obtiendra, au lieu de I’equation (23), la sui- 
vante : 


(24) 5J = 0±x; 

la valeur de 6 etant toujours d6terminee par la formule (12), et la 
valeur de x par celle-ci : 

4)c‘= [ {a l)x+ 6'Dj,+ c' D.) + b’n + c'?) 

+ (a'Da-(-MDj.4-c''Da)(a'^+ 6' Y5 + c'Op 
+ [(fl' Da:H- i'Dj -hc'D.) 6 'y] _|_c'^) 

— {a''Yix+ c^Dj) {a'l + 


( 25 ) 
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D’ailleurs, en vertu des formules (3), on a 

( Oi Da:"i“ b Dj* “H C D-) ( ^ h fl "H ^0 
-h (a' Da+ 6' Dy + c' D.) (a' ^ + 6' Y) H- c' 0 

+ (a''D;e+ A'^DyH- c'D^) -4- fn + c'C) = + D,.yi -i- D, S, 

puis on en conclut, eu egard aux equations ( 2 ) et (6), 

{u' Da--+- b' Dj-- 4- c' Ds) {o' ^ -i- b' h c' 

+ («'D*+ c'D.) {a’^ + b^-ti + c"?) = v ~ e, 

et par suite 

[(«' D*+ y Dy-hc' D,){a'^ + b'fi + c' K) 

— (a'D^^H- yDj,4- y D,) (a'$+ y-n ■+■ y?)]* 

= ( V - 6 )* - 4 [( y Da + A' Dy + c' Ds) ( a' ? + A' Y 1 + c' 0] 

X [(o' Da+ A'D,.-*- yDs) {a"^ 4 - A^vi h- c"?)]. 

Done la fqrmule (25) donnera 

( 26 ) 4**= (v — 8 )*+ [(a'Da+ A'D,.4- c'D*) (y$ 4- b'n 4 - c"?) 

4- (a"Da4- A''Dy4- yD,) (a' 5 4- A' -0 4- ^ ?)]» 

— 4 C(a' Da 4- A' Dy 4 - c' D:,) ( y ^ 4- A' Y) 4 - y ?)] 

X [(a''Da4- A*'D,.4- c'D.) ia"^ 4- b’v 4- c" ?)]• 

On trouvera d’ailleurs 

(ffl'D» 4 - A'Dj.4- c'D.) {a’^ 4 - b'ti 4 - y?) 

4- (a"Da4- A'Dy4-yDs) (a'$4- A'y) 4-c' 

= 2 y a'Da? 4 - 2 A' A*'Dj-yi 4 - 2 c' y D:,? 

+ {b'(f+ b’d) (D,.? 4-DaYi) 4 - te'y 4 - yy) (D4 4- DaS) 

4 - (o' A" 4 - o' A') (DaYi 4- D,-^), 

(o' Da 4- A' Dj. 4 - c' D,) (o' ^ 4- A' Y3 4- c' ?) 

= o'* DaS 4- A'* D^y) 4- c'* D=? 4- A' c' (D^? 4 - D,yi ) 

4- C' o' (D,? 4- Da?) 4- o' A' (DaY) 4- 

(o'Da4-A'Dy4-c'Ds) (o'|4- A'y) 4- c"0 
= o'* Dal 4- A'*DyVi + c«Da? 4- A'c'(D^? 4- DsY)) 

4- C«'o‘'(D4 4- Da?) 4- o' A'(DaY) 4- D,-^) ; 
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et par suite, en ayant egard aux formules ( 3 ) et (ii), on reconnaitra 
quo, dans le developpement de la somme qui,ajout6e au terme(u— s)®, 
complete la valeur de les carr6s et les doubles produits des six 
quantites 

1),?, D^yi, D,C, D^C-hD^y], D.J + I):.?, D;,yi + D,^ 

ont pour coefficients des sommes de Tune des formes 

(aaa')’ — 4a*a'’ = o, {ibb')* — ^b*b'^=o, (acc')® — ^c^c'^-=o, 

{¥0’+ 6"c')®- kVc’b''c*={,Uc'>— b"c'y = a\ . . 

( 2 6' 6" ) ( 2 o' c" ) - 2 ( d'® c"* + 6'’* c'* ) = — 2 ( 4 ' c" — 4 ' c' )• = — 2 a*, . . . , 

(c'a'+ cV) a’A')- aa'a"(6'c"+ i'c') = (c'a"— cV) {a'b’- a’b') =bc, ..., 

2 a'o''(4'c"+4V)— 2(a'®4V'+a'®&'c') =—2[c'a^—c“a'){a'b''—a"b') =— 2 bc, ..., 

2 a' a’ {c' a" -ir <f a') — 2a' a''{c' a’ + c''a') = o, .... 


Cela pos6, la forraule (26) donnera 


(27) 


4 x®= (u - a*[(D,. C + D,yj)*- 4 D^yj L\ q 


+ 6 ’[(D 4 +D;,?)*- 4 D,?:Da] 

+ c’ [(D;« yh- D^$)®- 4D^UV-»J] 

-2i)c[(D,?+Da:?)(D*YJ + DyO-2l);.?(DyC -HD.Y))] 

- 2Ca [(1)*Y1 + D^ I) ( + D,Y] ) — 2Dy Y] (D, I + Da:C)] 

- 2ab [(D^ C + D,yi ) (D, I + D.. C) - 2D, ? (D*y) + D^O]. 


Si Ton pose dans la formula (27) 


on en tirera 


a = t, 6 = 0, c = o, 

4x»= (y - £)’ + (D^c + 0*Y1)»- 4 D^yi D^C, 


la valeur de u — e etant 


y — s — - y ■“ Da:^ — D vY3 + Dj5 C, 


et par suite 


4x»= (Dy? + DaYl)*+ (DyYl - DaO®, 
*= D=Y))* 4 - (DyYl-Da?)’f . 
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De plus, dans la m^nie hypothese, la formulc (i 3 ) donnera 

5 = 3c-i(D,S-Dsr/). 

2 

Done la valeur de or, deterrainee par I’equation (24)1 se trouvera 
reduite, comme on devait s’y attendre, a la valeur de © d 6 terinin 6 e par 
la formula (23). 


OEuvres de €• — S. 11, t. XU. 
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RECBERCHES 


SUR LES 

intEgrales des Equations linEaibes 

Aux dEirivEies partielles c). 


Les int6grales des Aquations linAaires auK dArivees partielles jouis- 
sent de di verses propriAtAs dignes de remarque et spAcialement utiles 
pour la solution des problAmes de physique mathematique. Telles 
sont, en particulier, celles que j’Atablirai dans ce MAmoire. 


ANALYSE. 

I. — Sffr quelques proprUtes generales des integrales qiii virijient 
les Equations Uneaires aux derwees partielles et d coefficients 
constants, 

Comme je I’ai remarque dans le MAmoire sur I’application du calcul 
des rAsidus aux questions de physique mathAmatique, si Ton dAsigne 
par u, V deux fonctions donnAes de la variable x, et par m un nombre 
entier quelconque, on aura 

X. dAsignant une fonction entiAre de 

B, Dj.«, .... .... 

(>) Fair un r68um6 de ce Mdmoire : OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 283, 
Extrait 204 des C. R. 
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d^terminee par laformule 

(2) = f± «!)"-' c. 

En consequence, si Ton nomme F(aj) unc fonction enti^re dc sc, on 
aura gen6ralement 

OG. designant encore unc fonction entiere des quantites n, v, ot de plu- 
sieurs de leurs derivees relatives k x. II y a plus; si I’on designe 
par u, V deux fonctions quelconques des deux variables x, y, et 
par m, n deux nonibres entiers quelconques, alors, en rempla^ant dans 
la formule (i) : i® u par D"tt; 2“ m par n, x par j, el v par ( — D^)”'r, 
on tirera successivement de cette formule 

J);« - 

D ; u(—D^)»‘(>-u (- D ,)'« (- D ,.)” e = Dr - 7 . 

et par suite 

(4) ti - «(- Dy)» e = + Dy.J, 

X-, .7 designant deux fonctions entieres des quantites « et e et de plu- 
sieurs de leurs derivees relatives h x et k y] puis on en conclura 
g6n6ralement, quelle que soil la fonction entikre de x et de y, repre- 
sentee par ¥(x,y), 

(5) «’F(D*, !),)« — mF(— D a:, — Dy)e = Da,-'Ni4-Dy?r, 

X, 5’ ddsignant encore deux fonctions entikres des quantites u, v et de 
leurs derivees relatives k a; et k y. Enfin, si I’on represenleparw, v deux 
fonctions quelconques des variables x,y, z, et par F(iJ7, y, z, ...) 
une fonction entiere quelconque de ces memes variables, bn trouvera 
gbnbralement 

(6) eF(Da:, Dj:. D., aFl—D*, — D^, — Ds> •••)<’ 

= D^.'\:. + D^7' + D-3b + ..., 

X, 7, S), ... designant encore des fonctions entieres des variables u, 
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. . . et de leurs d^rivees relatives k je,Y, .... Ajoutons que, si 
Ton nomine m le degre de la fonction enfii^re do x,y, z, ... repre- 
sentee par F {x, y, z, ...), les fonctions 

Aj, . .y, %, ... 

seront compos^es de termes dans chacun desquels les ordres des deri- 
v 6 es de w et de e relatives a x, y, z, ... se trouveront represenles par 
des norabres dont la somme sera 6 gale on inf 6 rieure km — i. 

On deduit aisementde I’equation (6) (’) diverses proprietes remar- 
quables des integrales des equations lin^aires, par exemple celles que 
fournissent les th^orfemes suivants : 

TiiEORtME I. — Nornmons F(x,y,z,...) une fonction enlidre des 
varialiles x, y, z Supposons d'aiUeurs quune fonction u de ces va- 

riables ait la double propriete de verifier ghieralement V equation aux 
derivees partielles 

(7) E(Da;, Dj, Dj, ..,)u — o, 


et de s' evanouir : 1° queU que soienty, z, ...pour chacune des valeia-s de x 
reprdsentees par x„, X\ quels que soient x, z, ... pour chaciuie des va- 
leurs de y reprdsentees par y^, V; quels que soient x,y, ..., pour chacune 
des valeurs particuliires de z reprdseiitdes par z^,Z,.... Enfin, nornmons v 
une fonction quelconque des variables x,y, z, .... On aura gendralemenl 


( 8 ) 



j<F(— J)j,, — Dy, — 1)5, . . .)vdxdy dz. 


o. 


Demonstration. — En effet, dans I’hypoth^se admise, on aura 



dx — o, 


r Dyg'rfj = o, r = o 


(1) J’aurais voulu pouvoir comparer les resultats auxquels je parviens iei avee ceux 
que M, Ostrogtadsky avail oblenus dans un Mdmoire ob il avail dlabli quelques propo- 
sitions gdn^rales relatives h I'inl^gration des Equations lin^aires aux ddrivdes partielles. 
Mais, n’ayant qo’iin souvenir vague de ce Mdmoire, et ne sachant pas s’il a did publid 
quelque part, je me irouve dans rimpossibilitd de faire cette comparaison. 



AUX D^RIVfiES 1 »ART 1 ELLES. 


381 


puis on en conclura 

\ X /> 1 ^ 


Iff + f)z^ +■ • •)cf'^dyd3. . . =o; 

•O', •'s. 


et par suite I’equation (6), jointe k la formule (7), donnera 
.X „r „■/. 


= — f f f •..(Dj;;v;4-D,-g' + D3c+...)rf'3?fiiy«^«-.-=o. 

•'.r. *0'. "^s. 


Gorollaire. — A la rigueur, pour que I’equation (8) se deduise de la 
formule (7), il sufiliraque des fonctions reprd'sentees par g", 3 b, ...» 
dans la formule (6), la premiere Si reprenne la meme valeur pour 
aj = £c,, et pour x~X\ que la seconde g reprenne la meme valeur 
pour 7=7o, ot pour 7= F; que la troisieme 3 b reprenne la m6me 
valeur pour s = et pour z = Z; etc. 

TiiEoafiME II. — Supposons que F(a:, 7, s, . . .) reprhente unefonction 
entiire et du degri m des variables s, .... Soient de plus u, v deiuv 
fonctions de x, y, z, ..., propres a verifier les equations auiv d^rwees 
partielles 


(9) F( Do,. Dj., Ds, ...)u = au, 

(to) F(-Da:, — D^, — l)=. ...)v = bo, 

a, b Hunt deux quantith constantes. Si les fonctions designees par jf, 
3b, ... dans la formule (6) reprennent les mimes valeurs, la premifre 
pom x = x^et pour x = X; la seconde pour 7 = 70 et pour 7 = F; la 
tmisiSme pour z = z^ et pour z = Z, ..., on awn, en vertu des iqua- 
tions{g),{io),jointesalaformule( 6 ), 


(*0 


^Sf, 


uvdxdydzz 


0. 
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Par suite, on ti'ouvera 


(. 2 ) 


r/x - • *uvdcodydz 


I .V 

^ro <Vo 

except^ dans le cas ou Von aurait 


o. 


(.3) 


b=ia. 


Demonstration. — En effet, dans Thypolhese aclmisc, on tirera de 
Tequation (6), jointe aux formules (9) et (10), 

(a — b)uv ■=. 1)^!"^ 4“ -t- -f- . . . ; 


puis, en integrant par rapport i a?, 5, . . . les deux membres de cette 

derniere multiplies par le produit dxdydz . . on trouvera 


{a--b)l I I ^ * uvda: dydz . , , 
/>o dst 
\ Y Z 

— ff /* + + 

•/)„ "'so 


:z, . . = 0 . 


Premier coroUaire. - Les conditions relatives aux fonctions sa., 0’, 
5b, ...seront evidemment remplies, si ces fonctions s’evanouissent 
chacune pour les deux limites de I’int^gration qui se rapporte i la 
variable correspondante x, ou/, ou s, .. . C’est cc qui arrivera en par- 
ticulier si, d’une part, la foncfion u et ses d6piv6es d’un ordre non 
sup^rieur ^ m', d’autre part, la fonction 9 et ses deriv^es d’un ordre 
non sup 4 rieur a m" s’evanouissent : i® pour chacune des valeurs de jc 
represent^es par a;#, X; 2® pour chacune des valeurs de j representecs 
par/o> Y'> 3 ® pour chacune des valeurs de s represent6es par 5«,Z, etc., 
m', m" 6tant d’ailleurs deux nombres entiers, assujettis seulcment a 
verifier la condition 

— i. 


beuxiime coroUaxre. — Si F(a!,/, s, . . .) represcnle une fonction 
paire des variables x,y, z c’est-k-dire si Ton a generalement 


X, y, _ t (a;, j/, 5, . . .), 
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[’equation (lo) sera de lameme forme que [’equation (9) et se reduira 
simplement & 

(i4) F(D;„D,.,D,, = 

Troisiime coroUaire. — Si [es variabies x,y,z, ... so reduiscnt k ia 
seule variabie x, ies formuies (9), (10) deviendront 

(' 3 ) ¥{Dx)u = ctu, 

(16) FC-D:,) (> = *(>, 

et [’equation (12) sera reduite a 

(17) / in>dx—a. 

On se trouvora ainsi ramene a la formuie (124) du Memoire sur [’ap- 
p[ication du caicui des r6sidus aux questions de physique mathema- 
tique : 

QucUriime corollaire. — Si [’on suppose en particu[ier 

F(a:) = a?*, 
a = /iS b = k\ 

h, k designaiU deux nombres entiers quelconques, on aura 

F(-ar) = F(a:), 

et [es Equations (i 5 ), (16) deviendront 

(r8) D’« = A*«, 

(19) = 

Or on v6rifierA cos dernieres, si Ton prend 

u = coshx, v—coskx\ 

et, si [’on pose d’ail[eurs 


a‘o= o, 


X = 3ir, 
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chacune des fonelions m, v reprendra la mfiine valeur pour as — Xf, et 
pour a; = X. Alors, les conditions dmoncees dans le th6oreme II 6tant 
remplies, la formule (17) reproduira I’equation connue 


(ao) 


/ 


Sir 


cos hx cos kxdx—o^ 


qui subsistera pour toutes les valeurs enti^ires de A et de k, excepte 
dans le cas od I’on aurait 

h = k. 


L’dquation (20) fournit, comme Ton salt, les moyens de developper 
une fonction donn^e de x en une sdrie dont les divers termes sont 
proportionnels aux cosinus des multiples d’un meme arc. On pourra se 
servirdela menae maniere des formulas (17 ) ct (12) pour d6velopper 
une fonction donnee de x ou de x,y,z,... en une serie de termes 
respectivement proportionnels k diverses valeurs de « qui, ^tant 
propres k verifier liquation (i 5 ) ou (9), correspondraient k diverses 
valeurs de a repr6sentecs par les diverses racines d’une m^me liqua- 
tion trauscendante. 


II. — Sur quelques propriites remarquables des Equations honiogenex 
et de leurs integrales, ^ 

Supposons que, F(.ar, designant une fonction entiere et 
homogene des variables a?, r, 5, . . . , on pose, pour abreger, 

V =: F ( Dap, D J-, D . . . ) » 

Tequation lineaire aux deriv6es partielles 

(0 VCTZZO 

sera ce que nous appelons une Equation homogine, Supposons encore 
que, dans I integrale cy de cette equation, Ton remplace les variables 
independantes . par d’autres r, ... Ii6es aux premieres 
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(le telle sorte que, si r vient a varier, x,y, z, consid^res commc 
fonctions de p, q, r, . . . , varient proportionneliement k r. Les Equa- 
tions qui subsisteront entre x,y, z, ...,p,q,r seront de la forme 

(2) x = (xr. y = Sr, s = yr, 

a, Y» • • • designant des fonctions qui renfermeront les nouvelles 
variables/?, q, . .. distinctes de r; et, lorsqu’on aura effectuE le chan- 
gement de vat’iables indEpcndantes, V deviendra une fonction de p, 
q, r, Dp, D,, D,., qui sera entiEre par rapport a Dp, D^, D„ .... 
D’autre part, si 0 designe une quantitE constante, on pourra, dans les 
Equations ( 2 ), reinplacer simiiltanEment 


et 


X, y, z, ... par Qx, By, Bz. ... 
r par &/\ 


sans changer la forme de ces Equations, et par consEquent sans 
changer la forme de Tequation parlaquelle V sera exprime en fonction 

de p,q,r, ... , Dp, D^, D, D’ailleurs, si Ton nomine m le degre 

de la fonction homogene y, z, .. .), la substitution de O-a?, 
Gy, 03, ... k a?, y, z, . . . transformera D^;, D,., D^, ... en 


et, par suite, I’expression 

V^ F(D*, D, 

en p. Done aussi, pour transformer V, considErE comme fonction 

de p,q,r Dp, D„ . . . , en p, il suffira d’y remplacer r par Or, 

et en consequence D,. par gD,. Done V, considErE comme fonction 
de D,. et de ^ sera une fonction homogene du degrE m, et Ton aura 

(3) V = V.D™-hiVJ);r‘-h...-hpJz7^».-lDr+ 


OBuvret de C. — S. II, t. XII. 
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V#, V,, designant des fonctions de . . ., D^,, D, 

qui ne renfermeront plus ni r, ni D^. Celapos6, il est facile devoir 
qu’on pourra verifier I’equation (i) en prenant pour ® uue lonction 

liomogfene de a?, s et mfeme une fonction homogene d un degre 

quelconque n. En eflet, une semblable fonction sera transformee, par 
le changement de variables ind6pendantes, en un produit de la forme 

»« 

6tant seuleraent fonction des nouvelles variables p,q, ... distinctes 
de /•; et, si Ton prend 

(4) Ts — u^r^, 

I’dquation (i), transformee h. I’aide de la forinule (3), deviendra 
la valeur de etant 

+ /2(fl— !)...(« — nn-i)V„. 

Done, dans Thypoth^se admise, I’^quation (i) pourra 6tre rdduite & 

(5) □«tta = o; 

et, pour la verifier, il sufifira de substituer dans la formule (4) une 
valeur de qui represente une integrate de r6quation (5), Or cette 
equation (5), ne renfermant plus que les nouvelles variables p, .q , . . . 
distinctes de r, avec les lettres caract6ristiques correspondantes Dp, 
Dy, ..., pourra ^tre v6rifi6e par des valeurs convenables de u„. On 
peut done enoncer la proposition suivante : 

iHEORfeME 1 1 — 6(antdonnee me Equation am Mrivees panielles, Unjoin, 
d, coefficients constants et homogine, entre ime’inconnue u el dicei'ses va- 
riahtes inMpendantes sc, y, s, . .., on pomra satisfaire d cette equation en 
prenant pour intigrale une fonction homogine de x, Y,s,...et mkine une 
fonction homogine d’un degre quelconque n. De plus, la lecherche d’une 
telle xntigrale pourra ilre riduite d Vintigration d'line iquation lineaire. 
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mais a coefficients variables, qui renfermera line variable ind6pendante 
de moins, et changera de forme avec le nombre n. 


Ge n’esl pas tout : puisque Ton verifiera I’equation (i) en prenant 
pour « le produit 




on la v6rifiera encore cn prenant pour ® une soranie de semblables 
produits, c’est-k-dire en posant 

( 6 ) = 


K„ repr6sentant toujours une int^grale de I’^quation (5), et la somme 
indiqu6e par le signc S s’6tcndant ou a un nombre fini, ou m4me a un 
nombre infini de valeurs rationnelles ou irrationnelles, entieres ou 
fractionnaires, positives ou negatives, de I’exposant n de r®. Enfin la 
valeur de cr, determines par la formula (6), continuera evidemment 
de verifier Tequation (i), si Ton multiplie sous le signs S chaque 
terras Unri par un coefficient constant a^. On obtiendra ainsi pourl’in- 
tegrale de I’equation (i) une expression de la forme 

( 7 ) = 

La valeur du coefficient a^, dans chaque terms pourra d’ailleurs etre 
choisic arbitrairement, lorsque le nombre des termes restera fini. 
Lorsque cc nombre devicndra infini, la seule condition, k laquelle 
devra satisfaire, sera quo le systkme de tons les termes offre une serie 
convergente. 

Au lieu de faire servir I’intkgration de la formule (5) a celle de 
I'dquation (i), on pourrait reciproquement faire servir I’intkgration 
de celte Equation k rintkgration de la formule (5). En effet, supposons 
d’abordque Ton connaisse uneint6gralehomogkne®de r6quation(r). 
On pourra toujours, par le changement de variables indkpendantes 
opere a I’aide des formules ( 2 ), r6duire cette intkgrale homogene a la 
forme Uari; et alors, comme on I’a dit, sera une integrate de I’^qua- 
tion (5). Mais il y a plus : 6tant donn6e une integrals quelconque ® de 
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I’equation (i), apres avoir exprim6 cette int^grale en fonction dcs 
nouvelles variables p, q, r, . , on pourra, dans uii grand nonabre do 
cas, la d^velopper en une s6rie convergentc ordonnde suivant. les puis- 
sances ascendantes ou suivant les puissances descendantes de r, et 
poser en consequence 

ro=r 2 

etant une fonction des nouvelles variables />, 7, . . . distinctes dc r. 
Or, en substituant lavaleur pr^c^idente de xs dans la formule (i), on 
en conclura 

(8) = 0 ; 
et comme on aura identiquement 

V ( tf „ r« ) = r"-™ □ „ 

la formule (8) donnera 

( 9 ) 2 «„ = o. 

Cette derniere formule, devant etre verifi^e quel que soil r, enlrainera 
n^cessairement I'^quation (5) ou 

On peut remarquer d’ailleurs que d6velopper I’integrale ns, consideide 
comme fonction de/j, q,r, . .. en une serie ordonn^e suivant les puis- 
sances ascendantes de r, c’est aussi developper la m6mo integralc, 
consid6r6e comme fonction de x, y, s, ... en une s6rie dc ternies 

repr^sentes par des fonctions homogenes de x,y,z, On pent 

done 6noncer encore la proposition suivante : 

THEOR^;ME II. — Four intigrer liquation (5), il sufJU dobtenir une inte- 
gmk det dquadon (i ) , reprisentee par une fonction homogim cfe ar, 5 , . . . 
ou de dAvelopper uneintigrcUequelconque de tkqualion {i)en une shie de 
termes repr^senies par de semblahles fonctions. 
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Premier coroUaire. — On pent toujours integrer Tequation (i) et 
meme obfenir son integrale g6n6rale a I’aide des formules que j’ai 
donn^es dans le XIX^ cahier du Journal de I’&cole Poly technique, et 
dans le M6niioirc sur I’application du calcul des residus aux questions 
de physique mathematique. Done, par suile, on pourra toujours inte- 
grer I’equation (5). Ainsi le deuxii'me theoreme conduit a I’integration 
d'une infinite d’^quations lineaires aux derivees partielles et a coeffi- 
cients variables. Je d^velopperai plus tard cette conclusion impor- 
tante, et pour I’instant je me bornerai a I’exemple suivant : 

Si Ton pose 

V = D*-+-D^ 

alors, I’equation (i), reduitea 

(10) (Dj.-t-D*.)ro = 0, . 

aura pour integrals generate la somme de deux fonctions arbitraires 
d6pendantes, Tune du binome x-i-y\'—i, I’autre du binome 
X — y\/ ~ 1 . On pourra done prendre pour w la fonction homogene 

(11) m = (a;±y\/— i)". 


I’exposant n etant une constanfe quelconque r6elle ou mfeme imagi- 
naire. Si d’ailleurs on 6tablit, entre x ety, les relations 

(i 2 ) x z=zar cos p, j'z=brsiiip, 


a, h d^signant deux quantiles constantes, on trouvera 
, ov rn Tw f/sinV cos*»\,. I ./cos*/? sla^p\ 


• n — ^^(siua/jDp UH- u cosaja). 


Enfin, on lirera des formules (ii) et ( 12 ) 

(i4) = (acos/'± i>sinjov/— O"'’"- 
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Done, si Ton suppose la caracteristique □„d6finie par la formuic(i3), 
on v^rifiera I’^uation diffferentielle du second ordre 

(15) □„M = 0, 

en prenant 

u = (« cos jD ±: 6 sin/? \J - — i )", 

et. par suite, I’int^grale generate de Toquation (i3) sera 

(16) = A(acos/> + 6sin/?\/^)“+B(acosf — 6sin/>\/— i)“. 

A, B d^signant deux constantes arbitraires. 

Si Ton supposaitff = i, b= i, I’^quation (i3), reduile a 

+ n*« = o, 

auraii pour integrate generale, en vertu de la Ibrmule (i6), la valeur 
de n d6terminee par I’equation 

« = A 4- B e-'‘P'F ' ; 

ce qui est effectivement exact. 

Si, a la place de I’iquation (i) supposee homogene, on considOrait 
un systeme d’equations semblables, e’est-a-dire un systeme d’equa- 
tions lineaires, homog^nes ct k coefficients constants, alors, k la place 
des premier et deuxikme theoremes, on obtiendrait des theoreincs 
analogues qui fourniraient les moyens d’intkgrer une infinite de sys- 
tkmes d’6quations lineaires aux dkrivees partielles et k coefficients 
variables. 


HI. — Sur une transformation remarquable des Equations homogenes, 

et de quelques autres. 

Coneevons, commedans le paragraphs pr6c6dent, que F(a?, z , ... ) 
designant une fonction entibre et homogene des variables x,y, s, ..., 
on pose 


V = F(D;„ D,., D„ ...); 
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et consid6rons de nouveau I’^quation homog^ne 
(i) Vw = o. 


Supposons encore que, dans I’int^grale wde cette Equation, Ton rem- 
place les variables ind6pendantes x, y, z, ... par d’autres p, q,r, ... , 
li6es aux premieres et assujetties a verifier des Equations de la forme 

(2) a: = ar. y = Sr, z = yr, 


a, 6, y, ... d^signant des quantiles qui renferment seuleinent les 
nouvelles variables p,q, ... distinctes de r. Apres le changement de 
variables ind6pendantes, on aura, comme nous I’avons prouve dans le 
paragraphe II, 


(3) 


v = VoD;;' + ^Vi 




m etant le degr6 de la fonction homog^ne F(a;, j, s, et V#, V,, 
Vw-,, V„, designant des fonctions de p,q, ..., D^, D^, . . . , qui ne rpn- 
fermenl plus ni /•, ni D,.. 

Goncevons maintenant que Ton pose 

(4) /'=pe*, 

s d6signanl une nouvelle variable c/ et p un coefficient constant. En 
substituant k la variable ind4pendante r la variable s, et en ayant ^tgard 
k la formule 

(5) Ds(e''<®) = e‘**(Dj,+ a)®, 

qui subsiste quelle que soil la constante a, on trouvera non seule- 
raent 

I),.5T = D,.5Dj7!r = ij),ro= 

P' 

D» ro = ^ 1) (D,— a)®,' 


mais encore 
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et generalement 

D;« w = -L e- ( D,— I ) . . . ( D, - /» + I ) ra, 

p 

ou, ce qui revient au in^me, 

(6) D'"ro = ~I)i(D.,— w 0®. 

Cela pos6, on tirera de la formule ( 3 ) 



la valeup de □ 6lant 

(8) D = Vo 0,(1)! — Do — /jt + 1) +. ..+ V«,_j Do(Do — I ) -t- V,„_] Do-i- V,„, 

Ajoutons qu’en vertu de la formule (8) on aura 

( 9 ) □ = □oD™ + □.Dr-4-...H- □,„_,Do+ 

□ o, designant des fonctions de p, q, D^, D^, ... 

qui ne renfermeront ni s, ni D,, et qui seront lit’^es a V„, V,, ...» 
V,„ par les formules 

□o = V„, D.^V.- ^ ii ^' i ^-’^ Vo 

Or requation (i), jointe a la formule (7), donnera 

(10) □cj = o, 

ou, ee qui revienl au meme, 

(i i) (Do Df + niDf-^-i-. . .+ □,._,Do+ □«)© = 0. 

D’autre part, on tirera des 6quations (2) et ( 4 ) 

(•2) x = pae^, y = p6e*, 5 = py(?% 

Done, pour transformer V equation (i), supposee Undaire et homogdne^ 
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en une a ulre equation lineaire qui soil de la forme (ii), et renferme^ 
a{?ec Vmconnue tsj, les deri^ees de xs relatives a la nouvelle variable 5, sans 
ren fermer cette variable mime, it suffit de substituer, aux variables inde- 
uendarites x, v, d'autres variables y, . liees aux premiires 

de telle sorts q lie ^ si s vient dvarier^ JK? ^5 •••} considirees comme fonc- 
tiOTis dep^ q^ . . . , .v, varient proportionnellement d V exponentielle e\ 

Premier exemple. — Si Ton Iransforme les coorclonnees rectangu- 
laires rediiiles a deux, en coordonnecs polaires r et jo, a I’aide des 
formules 

(1 3 ) j? = /*cos/?, y=/-sin/?, 

alors des formules (i 3 ), jointes a Tequation 

on tirera 

(14) j? = cos/?, y = p5^sin/> 
el, par suite, 

(.0) + 

Done, si requatiou (i ) se r6duit a 

(16) (DiH-D*)c7= o, 

cette Equation, transtbrinee k I’aide des formules (i 4 )» deviendra 

(17) (D‘-HD|)nr=o. 

ce, qu’avait dejk remarqu6 M. Lame. Au reste, il est facile de s’assurer 
a posterion que toute fonction ns de x et de y, qui veritie I’bqua- 
tion (16), est en inemc temps une function de p, s, propre k verifier 
r^quation (17). En effet, I’integrale generale de I’equation (16) est do 
la forme 

(18) OT = 9(.»+ys/— yv^“0; 

OEuvres de C. — S. II, t. XII. 


3 o 
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et comme, en vertu des formules (i4). on 
^4._yy/i:nr=pe'+P'^, 

il suffira evidemment de poser 

(p(peO x(pe') = X(j), 

pour r6duire I’^quation (i8) k 
(19) !iI=:<&(s + /JV/^) + X(s — 

Or cette derniere valeur de t3 est Evidemment I’intEgrale gEnErale de 
I’equation (17). 

Deuxidne exemple. — Comme on tire de la formule (i 5 ) 

{J)% + D» )’= i + D| ) [e-“(D* + D» )], 

0U5 ce qui revient au mEme, 

(D» + Dp>=^e-“(D*+-D|)[D* + (!),- a)*], 

il en rEsulte que, si a I’aide des formules (t 4 ) on transforme 
I’Equation 

(ao) (D*+D*)»5 t=o, 

cette equation deviendra 

(21) (D* + Dl)[D* + (D,-2)*]r!j = o. 

Si, en prenant toujours pour V une fonction homogene de D^, 
Dy, D*, .... on substituait k I’equation (1) une autre Equation 
linEairc, homogene ou non homogene, et de la forme 

(aa) Df 5 i = aV®, 

« dEsignant une nouvelle variable independante, n un nombre entier 
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quelconque, et a un coefficient constant; alors, en op6rant toujours 
delameme manifere, et transformant I’equation (22) a I’aide desfor- 
mules (12) et (7), on trouverait 

(23) J)?5y= 

p/n 

la valeur de □ 6tant determin6e par la formule (9). 

Ainsi, en particulier, les formules (14) reduiront I’equation du 
mouvement de la chaleur, savoir 

(24) D«cT = a(D® +D*)nj, 
k la formule 

(25) 0,®= D*)cj; 

P 

etl’6quation du mouvement d’une plaque 6lastique isotrope, savoir 

(26) Df® + a*(D| + D^)*® = 0, 

k la formule 

(27) D*®+^e-“(D*+D*)[l)*+{D,-2)*]® = o. 


IV. — Sur luxe transformation remarquable de ^equation auoc derivees 
partieiles qui represente Vequilibre des temperatures dans un cylindre 
de forme quelconque. 

L’equation aux dkrivkes partieiles qui represente fkquilibre des 
temperatures dans un corps quelconque est, comme Ton sait, de la 
forme 

(0 (D*+D» + D|)® = o, 

X, y, z designant trois coordonnees rectangulaires. On peut la re- 
duire a 


(2) 


Vny = o, 
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en posant pour abr6ger 

(3) V = I)J + J)* +1)|. 

Si maiiitenaat on nomine p, q, r Irois coorclonnces polairi's, on 
nieme plus generalement trois coorclonn^es curvilignes liees a x, v, - 
par trois equations de fornoo determinep. on trouvcra, quelle quo soil 
la fonction ts, 

(.i) VcT — LI)^bt + MJ),5ro + MRr® 

+ 2 P1>,D,.5J + 2 Q D,.D,,5T + 2 R Dp l)<,55 
+ r Dp® + t>R.D,,® 4- Ob D,.w. 


les valours de L, M, N, P, Q, R, 3IL, ^x> elant 

/ L = (D^/>)®4-(D, />)* + ( 

M = (Dp7)*4-(D^5r)»+(Dj7)*. 

I N = (D^r)'+-(D^ 

i P = DjyD^/ -t- Dy9 J)j /•-f-Dj^rDs/’. 

) Q — Da r l);rP -+- Dj. >' D, p-+h,r h^p, 

( R = Daj2 Da7 4- HyP Dj <7 4- \)zP D;/7 ; 

.r = D*/j-J-D»/?-)-D!/J, 

3n, = D*9 4-D»<7 + D|y, 

5b = Di /• 4- D* r 4- D| /■■ 

Si les nouvellescoordonn6es p,q, r sent telles quo les trois surfaces, 
dont on forme les equations en 6galant p, q, r k trois constantos, se 
coupent k angles droits, on aura 

(8) P = o, Q = o, R=o, 

et par suite la vaileur de V® sera r^duite a 


(7) 

( 3 ) 

( 6 ) 


( 9 ) 


V®= LD* ©4- M DJ® 4- N Dj!® 
4 ” t^Dp ® 4 ” 5IL Dy ® 4 " 5^Dp®. 
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S[±D,yDl),7D,;-] = i, 

u) 

ou, ce qui revient au meme, 

u = S[± JipxDiyyDrS], 


on tirera des equations (8), apres y avoir subslilue les valeurs de P, 
Q, R tiroes des formulas (6), 


(lO) 


_ i2lE 

D, </ Dj/- — 1), r \)-q H.q D*/’ — Rj/’l)*!? 

l),p _ (!>:,/>)» + !)./>)» _.. 

” — R.r/ I)v'7 S[±1 ^x/>D3 9’1>5''] 


par consequent, 


l).9rD,,._l),.,.D39 r=^, 






&)L 


Cela pose, I’equation identique 


— Dyrl),^r) 

-t-D, (Dsi/Da:^ — D.rDj;^) + D.(Dj,9Dyr — = o 

don n era 


(ii) 


mL ^ •’ mL 


(oL 


et par suite, eu egard a la premiere des equations (7), 

„ _ l),joP,(wL) + Dj./>Dy(&)L) +P-/>l).(nTL) 
(12) ^ 

D’autre part, ou aura encore 

DpxDjtp + l);,_rDj./7-4- P^3l)s/3= y, 

+ I>/<yl>y9' + Dp-Rsi?' — 0, 

1),, X J)* r + l),,yl)y r-^-I)pZ Dj/- = 0 , 
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et par suite 

/ qv i>y 

1)^ yD,/- — D, rD.7 D-c/Da;/’ — D-r]);ry 

_ ! = w; 

“ \)^fjiiyr-b„r\iyq ~ S{±:R*/jDyyDar) 


puis on tirera des formules (10) et (i 3 ) 

l)px~ ])pz 

ou, ce qiii revient au meme, 


(i5) :^ = D^y, 




Enfin la formule (12), jointe aux formules (i 5 ), donnera 

&)tl = Dpa?Da:(wL) 4 - Dj (wL) + D^s D3(wL), 


par consequent 


(16) 


w-d =I>p((oL), 

On aura de mSme 
M3TL=;Dy(wM), 
uX =D;.(ft)N). 


Done I’equation (9) donnera 


(17) uV 5 j = l)p(ojLDj,nr) + Dy(&)LDyW) + D;.((uLl)fro). 

Par suite aussi, en nommant a, p deux valeurs particulieres do m, 
propres & verifier I’^quation (i) ou (2), on trouvera 

(18) m(«>Vh — «Vp)= Dj,[&)L(pDpM — j<DpP)] 

+ D^[(aM(pDy« — i/ DyP)l 

+ Dr[<» N(p D^u — u D,.(>)]. 


Les equations (17), (18) paraissent dignes d’attpntion. On peut 
observer que la dernifere est analogue k I’equation (6) du para- 
graphe I. 
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V 


— Sur une certaine classe d’iquations linSaires aux derMes partielles. 


Consid^rons une equation lineaire aux deriv6es partielles de la 
forme 

(0 F(V)nj-=o, 

Ttf 6tant une fonction inconnue de deux variables independantes 

a?, y, 

F(V) 6tant une fonction enti^re de V; et la valeiir de V etant 

(2) V = al)*-i-6I)‘-i-3cD«D;,. 

Un changement de variables independantes suffira pour ramener 
I’equation (i) a une equation de meme forme, dans laquelle on aurait 

(3) V = D*h-I)|,. 

C'est ce que I'on reconnaitra sans peine, en faisant usage des formulas 
que j’ai donnees a la page io4 du premier Volume des Bxercices d' Ana- 
lyse et de Physique mhihematique 

Pareillement, si, n etant fonction de trois variables independantes 
x,y, z, on suppose dans I’equation (i) 

(4) V = aI)*-H6D*4-cD* 

il suffira d’un simple changement de variables independantes pour 
ramener [’equation (i) a une equation de meme forme dans laquelle 
on aurait 

(5) . V=J)^ + D= + D|. 

On pourrait 6tendre ces remarques au cas oh la fonction tu renfer- 


(*) OEuvres de Cauchy^ S. II, T. Xf, p. 187, 
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merait ties variables ind6pondantes a?, s, ... en nombre quclconquc, 
et oil r serait une fonction homogbne du second degre do D^., 

D„, Dans ce cas encore, on pourrait rainener Toquation (i) ^ 

unc efjuation de mdme forme dans laquelle on aurait 

( 6 ) V=D‘-t-D^ + D?+.... 

D’aiifre part, si la valeur de V est donn6e par la formulc (6), ulors, 
pourobtonir une valeur de vs qui v^rifie requation (li, il sutfirii de 
prendre 

(j) r!T=:II(/'), 

II(r) 6tant une fonction de r, la valeur de etaiit de la forme 

(8) 5 * 4 -. . .. 

ou meme dc la forme 


( 9 ) r^=(x— /)*■+■(}'— ffY+(s—fiY-h 

et/, g, h, ... designant des quantit^s constantes. En ellel, on lirera do 
la formulc (9) 


Dj:r = 


J! — ./■ 


I)vr=:i 


U3r = 


et par suite, en supposant ts fonction de r seule, on aura 

I)»®= ^D,.ro 4 - 

n ’’ » n ,, 02,... — L i» h / i n K, \ 


D, B) = ■- a D,.W. I)> - - -H ^ 1) / - U,BJ ) . 

/• ' ^ r r \r / 


Cela pose, si Ton nomme n le nombre des variables x,y, 5, . . el si 
Ton a egard a I’equation Cq), la formiile ( 6 ) donnora 

(10) Vet = ^ l), 5 J 4- ^ I),.®'). 
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Or, on vertn de la formule (lo), I’equation (i) se trouvera reduite a 
une equation diff^renticlle qui ne renfermera plus que la variable r, 
avec nr consid6r6 comme fonction de r; et I’integrale gen^rale de cette 
equation differentielle sera en ineme temps une fonction des varia- 
bles X, y, z, . . propre a representer une int6grale de I’equation (i). 

Appliquons maintenant ces principes gen6raux a quelques exemples. 

Premier example . — Supposons d’abord qu’on ait simplement 

F(V) = V, 

Alors I’equation (i) donnera 
(ll) V®=:o; 

ou, cc qui revient au memo, eu egard k la formule (lo), 



Or, en designant, kl’aide de la lettre caracteristique 1, unlogarithme 
nepdrien, on tirera de I’Oquation (la) 

=—«!(/•) -1- const., 

par consequent 

Dr® C 

r /•“’ 

OU, ce qui revient au mfime, 

(. 3 ) 

C designant une constante arbitraire ; puis, en integrant de nouveau 
I’equation (i3), on trouvera 

(i4) 

OEuvres de C. — S. II, t. XU. 
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A, Bdesignant deux nouvellesconstantesarbitraires, dont la sccondeB 
sera li^e k la constante C par la formule 

(1 5 ) B— • 

Ainsi, on verifiera generalement requation 

(16) (D|,4-DJ-t-D|+.. .)5r = o, 

en prenant pour ® une fonction des n variables x,y, z, determi- 
nke par le systkme des formules (9) et (i4) dans lesquelles les lettres 

A, B, g-i /?, ... 

designent n +- 2 constantes arbitraires. 

Deuxi^me exemple. — Si Ton a pr6cisement n — 2, alors, en suppo- 

c 

sant non plus B = — ^37^’ mais B = C, on tirera do T^qualion (i 3 ) 

{17) J)rCJ=-. 

et Ton en conclura 

(18) ® = A4-Bl(r), 
la valour de dtant 

(19) r>=(a?— /)*-4-(7 — 

Ainsi, on verifiera I’^quation 

(20) (D*+-I)*)ot = o, 

en prenant pour tsj une fonction de x, y, d6terinin6e par le systorne des 
formules (18) et (19), dans lesquelles 

A, B, /, g 

designent quatre constantes arbitraires. 
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11 est bon d’observer que si, dans lesfornauIes(i4) et (i8), on posait 


B = i, A = o, 
elles donneraient simplement, la premiere, 

I 

ct la seconde, 

ra = !(/•). 

Les formules (i4) et (i8), jointes a la formule (9), fournissent des 
valeurs de ter qui renferment seulement les constantes arbitraires A, B, 
/, g, h, — Mais on pent introduire des fonctions arbitraires dans ces 
valeurs de xs, en les integrant par rapport aux quantites f, g,h, ... 
entre des limites fixes, etconsiderant Bcomme iinefonction arbitraire 
de ces memes quantites. 

Troisiiim exempk. — Supposons maintenant qu’on ait 

F(V) = V"', 

mdesignantun nombre entier quelconque. L’equation (i) deviendra 
(ai) V'”l5=rO 

ct se r6duira, si Ton suppose toujours V determine par la formule (10), 
k une equation dilf^rentielle entre r etcr d’un ordreegal a am. D’aulre 
part, si dans la formule (10) on pose 

( 23 ) GT = r*, 

k d^signant une quantity constant?, on trouvera . 

VnT = A:(rt-l-A — 2)r*“*, 

puis on en conclura 

V*GJ = k{k — a) (n-H A: — 2 ) (a -t- A- — 



V'"7i7==/f(/r — 2)‘. . . (A*— a7W + 2)(n-+-A’— 2)(/H-A:— 
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Done la valeur cle w, fournie par la formule (22), verifiera Tequa- 
tion (21) si la valeur de k v 6 rifie la condition 

(28) A(A‘ — a)... (A- — 2/w + 2)(/i-H A — 2)(rt -I- /. — — 

e’est-a-dire si i’on attribue a k Tune des valeurs 


(24) 


A = o, 

k = — (n — 2), 


k — 2, 

/.=-(« -4). 


k = am — 2, 
k = — {n — 2 iii). 


Done la formule (21), consideree coname une Equation differentiedk* de 
Tordre 2/«, aura pour integrates parliculieres Ics 2 m valeurs deer 
comprises dans les deux suites 


(20) 


I, 

II t . 

J/i-a ’ 4.’ 2/« » 


et, puisque cette meme equation est lindaire, on obtiendra itnmedia- 
tement son integrale generalo, en ajoutant les unes aux anlrcs cos 
integrates particulieres, multipliees par 2/nconstantes arbitraires 

A, Al, 

B, Bi, • • • I Bfl, 

En operant de cette maniere, on trouvera generalemcnt 


(26) 5J = A+A,r*+.. 


-4- A 


Done, pour verifier la formule (21), consideree commeune equation 
lineaire aux d 6 rivees partielles, ou, ce quirevientau memo, pour veri- 
fier requation 

(27) = 0, 

il suftira de prendre pourci une function oc,y^ s, determines par 
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le systeme des formules (9) et (26), dans lesquellos 

Aj Ai, A/J2— I) Ej Ei> --'I E/n— I* jti Si ^^1 *•' 

designent 2 7n 4- ra constantes arbitraires. 

II importe d’observer que si Ton pose non plus tss = T^, mais 

(28) CJ=I(/-), 

on trouvera successivement 
Vro = (rt — 2)r“*, 

V*CT = ( — 2)(rt — 2)(« — 


V'"® = (— 2) . . . ( — 2/71 + 2)(/l — 2)(// — '!)••• (« — 2 //l) 

Done la valeur de xs, donn6e par la formule (28), verifiera I’^qua- 
tion (21), si Ton a 

(29) (/i — 2)(/l — 4) . .. (/l — 2771 ) =0, 

e’est-a-dire si des deux suites, comprises dans lo Tableau (24), la 
seconde fournit, comme la premifere, une valeur nulle dc k. On doit 
cn conclure que si, dans le second membre de I’equation (26), I’unc 
des constantes 

B, E, E„,_, 

se trouve multipliee par une puissance nulle de r, celte puissance 
devra fetre remplacee par le facteur variable 1 (/•). 

-On peut generaliser la conclusion k laquelle nous venons de parve- 
nir; et, si une ineme valeur de ^appartient a la fois aux deux suites 
comprises dans le Tableau (24), il sufflra d’attribuer k k cette valeur 
pour qu’on verifie I’^quation (21), non seulement en prenant 

js = r*, 

mais encore en prenant 

(30) Bj = 7’*l(Ar). 
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C’est ce qu’on pput aisement demontrer a I’aide d’un des precedes dont 
les g^omfetres se sont servis pour etendre la formule qui donne I’inte- 
grale gen6rale d’une equation lin6aire k coefficients constants au cas 
ok deux racines de Tequation caracteristique deviennent egales entre 
elles. En effet, designons, pour abreger, par la lettre K le premier 
membre de la formule (aS), en sorte qu’on ait 

K = k{k — 2) ... (A' — 2in + 2)(n-hJc — 2) (/H- A’ — 4 ) • • • (« + A'] — am). 

Si la valeur attribuee a & appartient aiix deux suites comprises dans 
le Tableau ( 24)9 cette valeur sera une raciiie double del’equation 

(31) K = o. 

Elle verifiera done encore I’equation 

(32) J)*K = o. 

D’autre part, en posant w = r*, on aura, d’aprfes ce qu’il a etc dit plus 
haut, 

V«nT = K 

On aura done identiquement, quels que soient k et r, 

(33) , 

Or de cette dernikre formule, diffkrentike par rapport k k, on tirera 

(34) V'«[;-*](r)] = [Kl(7-) + D*K] 
et par suite 

(35) ](/•)] = 0, 

si Ton prend pour k une racine commune des Oquktions (3i), (Sa), 
ou, ce qui revient au meme, une racine double de I’dquation (3i). 
Done, si la valeur de k se reduit k une telle racine, la formule (3o) 
entrainera I’kquation 
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II est bon d’observer que [’equation (ai), dans k* cas ou I’on y sup- 
pose V determine par la formule (lo), esl du genre des equations 
dilferentielles lin6aires a coefficients variables, que nous avons consi- 
der^es dans le premier Volume Exercices de Mathemaliques (*). 
Elle pourra done s’integrer imm^diatement a I’aide des formules tres 
simples que nous avons 6tablies; et son intdgrale generale sera 


(36) 


SJ 


p (D ( /' ) 


le rcsidu integral 6tant relatif aux diverses valeurs de k qui verifient 
I’equation 

K = o, 


et 9(^’) designant une function arbitrake de k qui ne devienne infinie 
pour aucune de ces valours. Effectivement, si Ton substitue dans la 
formule (21) la valeur de xs que donne la formule ( 36 ), on obtiendra 
[’Equation identique 

D’ailleurs, en d6veloppant le second membre de I’^quation ( 36 ), on 
arrivera ou k la formule (26), ou k cette formule modifiee comrae nous 
avons vu qu’elle doit I’etre dans le 'cas ok I’^quation ( 3 i) offre 
deux racines egales. 

Si Ton pose, dans la formule (26), m = i, alors, on ayant egard aux 
observations que nous avons faites, on trouvera : i® pour n = i, ou 
pour/i> 2, 


2° pour n = 2, 

w = A-hBI( 0 - 

On sera done alors imm^diateraent ramene aux formules (i 4 ) et (i 3 ). 


(*) Fair, dans ce premier Volume, lo Mimoire sur V application du calcul des rhidus 
h I'intSgration de quelques Equations UnSair&s d coefficients variables, p. 262 {OEuores 
de Cauchy, S. II, T. VI, p. 3i6). 
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Pareillemenf, si Ton pose dans lafortnule (2G) /« = 2, on (rouvera : 
1“ en prenant pour n un nombre entier impair ou un nombrepair 
superieur a /\, 

i , 4 » » 

= A + Ai r* + — > 

2° en prenant n = '2, 

m = A + Ai/'’+ (B + Bir*) !{/•); 


GT — .A -h Aj /*® H — “ -4“ Bi !(/’)• 


3 ® en prenant n = 4, 



MEMOIRE 

SUR L4 

thEorie des intEgrales dEfinies singdliEres 


APPLIQUEE GENERAJLEMENT 

A LA DfiTERMNATION DES INTEGRALES DEFINIES, 

ET EN PARTICULIER A L’EVALUATION DES INTEGRALES EDLERIENNES 


La th6orie des int6grales singuliferes, qui dfes I’annee i8i4 s’est 
trouv6e, grace au Rapport de MM, Lacroix et Legendre, accueillie si 
favorablemeiit de I’Acad^mie, m’a fourni, comme on sail, les moyens, 
non seulement d’expliquer le singulicr paradoxe que semblaient pre- 
senter des intEgrales doubles dont la valeur variait avec I’ordre des 
integrations, etde mesurer I’etendue de cette rariation, mais encore 
de conslruire des formules generales relatives k la transformation ou 
meme k la determination des integrales delinies, et de distin]guer les 
integrales dont la valeur est finie d’avec celles dont les valeurs devien- 
nent infinies ou indeterminecs. Cesdiverses applications de la theorie 
des integrates singulieres se trouvent dejk exposees et developpees 
d’une part dans le Tome I des Mdmoires des Savants Grangers (*), 
d’autrc part dans mes Exercices de Mathematiques et dans les Lecons 
donnees a I’Rcole Polytechnique sur le calcul infinitesimal. 

11 arrive souvent que, dans une integrate simple, la function sous le 
signe / se compose de divers termes dontplusieurs deviennent infinis 


(1) OEupres de Cauchy^ S. I, T. I. 
OEwres de €• — S. U, t. XU. 
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poup une valeur de la variable comprise entre les limites des integra- 
tions, ou repr6sent6e par Tune de ces limites. Alors il importe de savoir 
si I’int^grale est finie, ou infinie, ou indetermin6e, mais en outre, 
lorsqu’elle reste finie, quelle est pricisement sa valeur. La theorie 
des integrales singulieres, qui serta resoudregeneralementlepremier 
probleme, conduit souvent encore k la solution exacte ou approch^e 
du second. Ainsi en particulier cettc theorie, combinee avec le cal- 
cul des residus, fournit, sous uneformetris simple, la valeur g6n6rale 
d’une intkgrale prise entre les limites o et qo, lorsque la fonction sous 
le signe / est une somme d’exponentielles multipliees chacune par 
un polynome dont les divers termes sont proporlionnels a des puis- 
sances entieres positives ou mOme negatives de la variable cc. 

La theorie des integrales singulieres peut encore 6tre emploj’ee avec 
avantage dans revaluation des integrales qui repr^sententdesfonctions 
de tres grands nombres. Elle permet de s^parer, dans ces derniercs, 
la partie qui reste finie ou qui devientmSme infinie avec ces nombres, 
de celle qui d^croit indefiniment avec eux. Cette skparation devient 
surtout facile quand, les limites de I’integrale etant zero et I’infini, 
la fonction sous le signe / se compose de deux termes, dont Tun est 
independent d’un tr^s grand nombre donne, tandis que I’autre a pour 
facteur une exponcntielle dont I’exposant est proportionnel k ce 
mkme nombre. 

L’observation que nous venons de faire s’applique particulieremcnt 
k deux integrates dignes de remarque. La premikrc est celle qui repre- 
sente la somme des puissances negatives semblablcs des divers termes 
d’une progression arithmetique dans laquelle le nombre des termes 
devient trks considerable. La seconde est le logarithme d’unedes inte- 
grates euieriennes, savoir, de celle que M. Legendre a designee par la 
lettre F. En appliquant les principes ci-dessus 6nonces a la premifere, 
on la decompose en deux parties, dont I’une, qui decroit indefiniment 
avec le nombre des termes de la progression arithmetique, peut 6tre 
developpee en serie convergente, tandis que I’autre partie peut etre 
presentee sous forme finie, et debarrassee du signe d’integration, 
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poun'u qu on introduise dans le calcul une ccrtaine constante analogue 
k celJe dont Euler s’est servi pour la sommation approximative de 
la serie harmonique. 

Quant il’integrale definiequi represcntelelogarithmedela fonetion 
r (n), ellese decompose immediatement, d’apres les principes ci-dessus 
4 nonc^s, en deux parties, dont Tune croit indefiniment avec le 
nombre n etpeut 6tre compl6tementddbarrass6e du signe d’int^gration, 
tandis que I’aulre peut etre developpee de plusieurs manieresen s6rie 
convergente. Cette decomposition est pr6cisement celle k laquelle 
M. Binet est parvenu, par d’autres considerations, dans son Memoire 
sur les int6grales euldriennes, et constitue, k moii avis, I’un des beaux 
resultats obtenus par j’auteur dans cet important Memoire. A la verite 
M. Gauss avait, en 1812, exprimd par une integrals definie la diff6- 
rentielle du logarithme de T (»), et Ton pouvait aisement, par I’inte- 
gration, remonter de cette differentielle au logarithme lui-meme. A la 
verite encore, en relranchant de ce logarithme la partie qui croit inde- 
finiment, telle qu’on la deduit des formules donnees par Stirling et par 
d’aufres auteurs, on devait tenir pour certain que la difference decroi- 
trait indefiniment avec le nombre n. Mais, en supposant meme que ces 
rapprochements sefussent presentes a Tesprit des g6ometres, ils n’au- 
raient pas encore fourni le inoyen de developper en serie convergente 
et d’evaluer par suite, avec une exactitude aussi grande qu’on le 
voudrait, la difference entre deux termes ires considerable^, dont un 
seul 6tait repr6sente par une int6grale d6finie. Avant qu’on pPt obte- 
nir un tel developpement, il 4 tait d’abord nkcessaire de representer la 
difference dont il s’agit par une seule int§grale qui se pr^tat facilement 
a I’integration par s6rie. C’est en cela que consistait, c6 me semble, 
la principale difficult6 qui s’opposail k ce qu’on put ^valuer avkc une 
exactitude indefinie, et aussi considerable qu’on le voudrait, les func- 
tions de trks grands nombres, et en particulier la fonetion r(n). Cette 
difficulie, que n’avaient pas fait disparaitre les Memoires de Laplace, 
de Gauss, de Legendre, est, comme nous I’avons dit, r6solue dans 
le Memoire deM. Binet. Les amis de la science ne verroni peut-etre 
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pas sans int^ret que Tanalyse, tres delicale et tres ing^nieuse, dont co 
geomfetre a fait usage peut etrc remplacee par quelques formules 
deduites de la theorie des integrales singuli^res et qu’on peut tirer 
iinm^diatement de cette theorie la plupart des equations en termes 
finis auxquelles M. Binet est parvenu. 

Lorsqu’une fois on a decompose le logarithme de r(/i), ou memc 
une fonction quelconque de n, en deux parties, dont Tune croit inde- 
finiment avec n, tandis que fautre est repr6sentee par une seule inte- 
grate d^finie ; alors, pour obtcnir le developpement de cette integrale 
en s6rie, il suffitde developper la fonction sous le signe/en une autre 
s6rie dont chaque terme soit facilement int^grable. Le developpement 
de rintegrale se reduit a une seule serie convergente, lorsque le devc- 
loppement de la fonction sous le signe / necesse jamais d’etre conver- 
gent entre les limites des integrations. Telle est effectivement la condi- 
tion k laquetle M. Binet s’est astreint dans son Memoire. Toutefois il 
n’est pas absolument n^cessaire que cette condition soit remplie. Si, 
pour fixer les id6es, on reprt'sente, comine je le fais dans ce Memoire, 
la partie d6croissante du logarithme de T (n) par une integrale prise 
entre les limites zero et infini, on pourra, dans le cas od le nombre n 
deviendra trks considerable, dkcomposer cette integrale en deux 
autres, prises, la premiere entre les limites o, i, la seconde entre les 
limites r,oo, puis developper la premiere integrale en une serie dont les 
divers termes, analogues k ceux que renferme la formule de Stirling, 
aient pour facteurs les nombres de Bernoulli, et la seconde integrale en 
une autre serie dont les divers termes aient pour facteurs les nombres 
que M. Binet a introduits dans I’expression du logarithme de r(/i). 

Nous ferons remarquer, en finissant, que les principes exposes dans 
ce M6moire fournissent le moyen de tirer un parti avantageux de la 
formule donnde par Stirling, et de calculer trfes facilement la limite de 
I’erreur qu’on commet quand on applique cette formule a la determi- 
nation de ■?(«). 
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ANALYSE. 

1. — For mules generates. 


Parmi les propositions auxquelles nous avons et6 conduits par la 
tlicorie des integrales detinies singulieres, on doit particulibrement 
remarquer la suivante : 


Theor^me I. — Soient a?, y ekiioc variables reelles, - = .r -f- v V — i 
variable imagincdre et /(s) line fonctioii de z tellement choisie qiie le 
residii 

[/(--)], 

^0 Jo 

pris entre les limites 


j; = a;a, as = X, y=yo, 7 = Y, 


0 ^'e line valeitr finie et ditenninee. On aura ^ineralemenl 

(0 r [/(^.-i-Yv^)— /(j^ 

= \/~ f \/('S.-hy\/^^—/(aso+y\/'^]dy—2T:\f^ £,[/(«)]. 

les deux integrales relatives a co el ay devane Hre rkduites^ lorsqi£eUes 
deviennene inditerminees, d leurs vaJeurs principales. 


De ce premier theor^me on deduit immediatement le suivant : 

Tn^iORfeME II . — Soient co, y deuao variables reelles, a = a? -i- r v' — i une 
variable imaginaire etf(z) une fonction telle que le residu 



[/(O] 


offre une valeur finie et ddtermnAe. Si d'aillew'S le pmduit 
s/(s) ou (ja+jr\fi^)/(a! + y\/^) 
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simnouit : i ° pour a? = ±: ao, quel que suit y ; 2 ° pour y = x, quel que 

soil X, on awn 

( 2 ) f /(a?)rfa; = 2 7rv/^ X [/(-)]> 

J —00 ^0 

— 00 


fintegrale devant itre riduile, lorsqu'elle devienl indherminee.. d sa valeur 
principale. 

Corollaire I. — L’6quation ( 2 ) peut encore se metlre sous la forme 


(3) 


J, 2 _.‘-o 


Corollaire II. — L’6quation ( 2 ) ou (3) fournit les valeurs d’une 
multitude d’integrales definies, dont quelques-unes etaient deja 
connues. Si Ton pose cii particulier, dans Tequation ( 2 ) ou (3), 




l + X ’ 


a designant une quantile comprise entre les limites o, i, on trouvera 


et, par suite, 

( 5 ) r _jL- 

1 i-i-x “ sinart’ J i — jB 


langaTt 


La th6orie des int6grales definies singuli^res fournit encore les 
conditions qui doivent etre remplies pour qu’une int6grale, dans 
laquelle la function sous le signe f s’6vanouit entre les limites de I’in- 
tegration, conserve une valeur unique etfinie : e’est ce qu’on peut 
voir dans le Resumi des Logons donates a l' 6 cole Polytechnique sur le 
calculinjinit 6 simal{ 2 ^^\t(i(in). Ainsi, en particulier, on peut enoncer 
la proposition suivante : 

TnfeoatME III. — Soil /(x) une fonction de x qui conserve une valeur 
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unique etfinie pour chaque valeur positive de a?, et devienne injinie quand 
X s'ivanouil. Pour que la valeur de V integrate 

( 6 ) C f{x)dx 

soit finie et determinee, it sera necessaire et il suffra que les integrates 
singuliires 

( 7 ) f f{x)dx, 

«/ev 

/ 6H. 

f{x)dx 

I 

s' evanouissent par des valeurs infiniment petites de e, quelle que soit d'ail- 
leurs la valeur finie ou infiniment petite attribuee au coefficient ii,ou v. 

Corollaire. — Si Ton suppose en particulier 
(9) /(ir) = Pe-«*-i-Qe-**-i-Rc-‘’*+..., 

a, b,Ct ... designant des constantes dont les parties r6elles soient 
positives, et P, Q, R, ... des polynomes dont chaque terme soitpropor- 
tionnel a une puissance enti^re, positive, nulle ou negative, dea;; 
on deduira sans peine du th^oreine precedent la seule condition qui 
devra etre remplie pour que I’intigrale (6) conserve une valeur finie. 
Cette seule condition sera que la function 

se r6duise k une constante finie pour x — o. 

Observons enfin qu’on arrive a des resultats dignes de rcmarque 
quand on transforme des int6grales singulieres, dont les valeurs 
approximatives peuvent ^tre facilementd6termin6es, en d’autres inte- 
grales. Pour donner un exemple de cette transformation, supposons 
que la function /(®) devienne infinie pour a? = o, mais que le produit 


xf{x) 
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se reduise alors ii une constante finie f. Supposons d’ailleurs quo le 
meme produit s’evanouisse pour ic = ao, et que la fonction/(d 7 ) ne 
devienne jamais infinie pour des valours finies de x. Si Ton d^signe 
par £ un noinbre intiniment petit, et par p., v deux coefficients finis et 
positifs, on aura sensiblcment 

(lo) jT f(x)e/x = n(j^y 

D’ailleurs I’integrale singulibre que determine I’bquation (lo) pourra 
etre consideree corame la difference de deux autres inlegralos. On 
aura en effet 

I /(a;) dx= f f(x) da; — I f{x) dx. 

•/gV 


On aura done encore, pour de tres petiles valeurs de s, 
(n) jT f{x)dx—J^^ /(a;)fl&r = fl^^j. 


D'autre part, soient 9(z), / (s) deux functions do z qui deviennenf 
nulles et infinies en meme temps que la variable z, en conservaiit des 
valeurs finies pour toutes les valeurs finies et positives de z. Si Ics 
functions derivbes ^'(s) et 7/(5) se reduisent, pour 5 = o, a des quan- 
titbs finies 

on aura sensiblement 

?(£)=ps, z(0 = '■'«; 

et, par suite, les formules 


r %'(-•)/[%(-)] rfs=r/(^) 

•>'s 

f\'(z)/[<p(z)]dz=r/(x) 

"'a 




combinees avec l’equation(ii), donneront a tres peu prbs 

\x'( = ) /[%{ = )] - ?'(s)/[?(c)] {&«= f] ; 
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puis on en conclura en toute rigueur, en posant e = o, 

('2) jT {z'(-)/[%(5)]-<p'(a)/[<p(5)]{rf5 = fl|^£i^J. 


Si Ton prend en particulier 


la formuIe(i 2 ) deviendra 


f(d7) = 


— 
X ^ 


(i3) 



“/(a) 


y'(^) 

?(«) 


I ds = 



L’oquation (i3) comprend plusieurs formules dejit connucs. Ainsi, 
par exemple, on entirera: i°ensupposant/( 3 ) =.s, ^( 3 ) = I(i -t-s), 


(i4) 



(i ^ 

1(1 + 5) ^ 




2 ® en designanlpar a, b deux constantes dontles parties reelles soient 
positives, et supposant ^(s) = az, /.(s) = bz. 



A I’aide d’int^grations par parties jointes a la formule (i5), on peut 
assez facilement calculer la valeur de I’int^grale 



dx^ 


lorsque, cette valeur etant finie, le facteur /(a?) est determine par 
r 6 quation ( 9 ). Entrons k ce sujet dans quelques details. 

Supposons que, dans ies polynomes 

P, Q, R 


composfes de termes proportionnels k des puissances entieres posi- 
tives, nulles ou negatives de a;, les parties qui renferhaent des puis- 
OEu»re» de C. — S, II, t. XII. 53 
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sances negatives soient repr^sentees par 

<£, % A, .... 

p_f, 0 — ^, R — . • 


Les restes 


ne renfermeront plus que des puissances nulles ou positives, cl par 
suite, la valeur de I’iiitegrale 

r* [( p _ if) (Q - ^) e-** + . . .] 
pourra se deduire des deux foroiules 


(i6) 


w 


h 




f . 2 . 3 . . . /?z 


qui subsistent pour une valeur positive de la parlie r6ellede /?, et pour 
une valeur nulle ou positive de m. D’autre part, comme en posant, 
pour abreger, 

on tirera de la formule (9) 

/(^) = (P — $) ( Q — ^) e-*-* + ( R — -h ffl (ir), 

on aura encore 


(18) 


f fix) dx 
do 

= r* [(P - (Q - (U - 

do 

+ / (^{x)dx; 


I . .] dx 


et cette derni^re formule, qui offre pour second raembre la sommc de 
deux integrales, dont Tune peut etrc facilement calculcc comme on 
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vionl de le dire, reduira evidemment la determination de I’integrale 


k celle dc I’integrale 






i/jr, 


dont nous allons maintenant nous occuper. 

Goncevons d’abord que, la valour de etant determinee par 
i’equation (12), on cherche la valeur, non plus dc I’intcgralo 


mais de la suivante 


I o{jc)djr^ 
Jo 


£ ddsignant un nombre infiniment petit. Puisque les lettresif, ... 
repr 6 senlent dcs polynoines qui renfermenl seulement des puissances 
enti^res et n 6 gatives de x, la function 9(3?) pourra ctre decompos§e 
en termes proportionnels k dcs expressions de la forme 

g-A* 

AJ"* ’ 


A desigiiant I’lin quelconquedesexposants a, h, c, ..., parcons 6 quent 
une constante dont la partie reelle sera positive. Done, par suite, 
I’intc'grale 

®(^') djj 


pourra etre d^composee cn plusieurs parties respectivement propor- 
tionnelles k d’autres intcgrales de la forme 



dx. 


D’ailleurs, en effectuant une ou plusieurs integrations par parties, on. 
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trouvera successivement 


1 

Li 

i 

1 

g-hx 

h 

C tJH-dx, 


{m — 1)5?"*-* 

ni — i J 

I 5?"*-‘ 

1 

1 

g-hX 

h 

C dx. 

1 lAJL — “ 

[m — 2 )^"*”’* 

77? — 2 J 

' 5?"*-* 


puis on en conclura 


r- 


-dx—- 


{-h)e- 


(7H— 1)5?"*-* (»7 — l)(W — a); 


_ (- e-»^ (- A)"'-* dx, 

[m — i)(ni — a). ..1.5? (m — — i) ... t j x 

et par suite 

^*g-hx _ e-/'e (—A) g-^'^ 

(*9) J a-m ^ (m — i)s"*-‘ {/» — i)(»a — 2 )s"*-* 

(-/0"‘-‘ rEUdx. 

— i)(m — I)^m — a)...i 5? 


Done la valeur de I’int^grale 


J Q{x)dx 


se composera : i° de termes finis, dont chacun pourra etre d^veloppe 
suivant les puissances ascendantes et entities de s; 2 ® de termes pro- 
portionnels k des int^grales de la forme 

r e-«* , r* e-o^ , C’ j 

X J. i 

Done, en nommant 

Af B, C, ... 

les eoeffieients constants par lesquels ces derniferes integrales se trou- 
veront multipli^es, et K la somme des termes finis, on aura 


tao) J 9 (x)dx = K-^Aj' 


-bx 


dx 

X 


- 1 - . . . . 
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Chacune des int 6 grales que renferme le second membre de la for- 
mule (20) surpasse I’integrale de meme esp^ce 




d’une quantity qui, en vertu de la formuie (i 5 ), conserve une valeur 
finie lorsque t s’evanouit. Par suite, la somme 




doc 


A re-<^—+-B f 

Ji ^ Ji 

surpassera la somme 

X “ f/r 

e-« — 

Of 


d’une quantile qui restera finie pour des valeurs infiniment petites 
de s. Effectivement, si Ton pose 

r /j-ax A— X p—hx p—x 

f -I—dx + ..., 

CC 00 

la formuie (i 5 ) donnera, pour e = 0, 

(22) H=—A\{a)-B\{b)—.... 

Ajoutons qu’en vertu de la formuie (zr), I’^quation (20) deviendra 

( 23 ) cp (x) dx — K. “H H (j 4 -f" B C ■+**...) ^ ^ dx . 

Quant a I’int^grale 


r .dx 

/ e-* — , 


clle. surpasse evidemment la suivante : 
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^•22 

et, h plus forte raison, la suivante : 


r 




par cons6quent, elle devient infinie pour e = o. Mais, d’un autre cote, 
elle offre evidemment une valeur num6rique equivalenfe a cc'lle de la 


somme 



par consequent inferieure k celle de la somme 



er'-' d.c 


et, a plus forle raison, k celle de la somme 

Done, par suite, le produit 


A * 


s’6vanouira toujours avec e, pour des valeurs positives du nonibn' w?; 
et, comme on pourra cii dire autant du produit 


si rint6grale 


✓100 

J" (f{x)dx 


conserve une valeur finie pour e = o, il est clair que, dans eo cas, on 
vertu de I’^quation (23), le produit 

Ke"‘ 


s’evanouira lui-m6me avec e pour toute valeur positive de m. 
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Supposons maintenant qu’on d6veloppe, comme on pent le fairo, 
les exponenticlles 

e-«®, . . . , 

renfermees dans la somme K en series convergentes suivant les puis- 
sances ascendantes de e; et soit la plus haute puissance de ^ ren- 
fermee dans les polynomes 

‘A ^ 

La somrae K se trouvera elle-meme developpee en serie convergente 
par une Equation de ia forme 

A — -f- -H . • . + A*— I -H /’ -H /*! s A*j £* -f- . . - 4 


et, si Ton suppose que I’integrale 


/■ 




conserve une valeur finic pour s = o, alors, la condition 

Ke"‘=o, 


se trouvant verifi6e pour une valeur nulle de e et pour une valeur posi- 
tive quelconque de m, entrainera la formule 

Or si, dans cette derni^re formule, on attribue succcssivement a m les 
diverses valeurs 

/i ^ /J ■ " ' » r • J 


on eii deduira, Tune apres I’autre, les Equations 

(24) Ar—a^^o, A’_a+i — o, /r_i = o. 

Done, dans I’hypothfese admise, on aura simplement 


£ — k Ajfi Aje* 
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et par suite Tequation (aS) sera r6duite a celle-ci : 


j /^ * . dx 

I (p(; 2 ?) c/jj = A' 4 - /’i£ -+- 

£ *" S 

II y a plus; comme, en vertu de la formule (aS), une valeur nulle de e 
rendrait infinie I’integrale 

J i <p(af)cix‘, 
e 

en m 6 me temps que le produit 

X “ da 

e-" — , 

JJ 

si le facteur .4 + jP + C + . . . ne se reduisait pas generaleniPiil a zero, 
on pent affirmer que I’hypoth^se admise entraincra non sculement Ics 
conditions (24), mais encore celle*ci : 

( 26 ) j 4 •i" S 0 ~h • • •” 0 . 

Done, dans cette hypothese, I’equation ( 25 ), reduite a la formule 

<p(a?) rf2?= A-+ A'lS + A:j3*h-. ..+ //, 

et corabinee avec I’^quation (22) qui subsiste pour une valeur nulle 
de e, donnera 

(27) f :i>(x}da! = A-AJ(a) — B](b)-Cl(c)-.... 

‘'^0 

Cherchons maintenant les valeurs des coefficients 

A, B, C, ... 

et de la constante k. 

II r6sulte de la formule (19) que, si Ton suppose 
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on aura 

Si Ton supposait 


A — 


I . 2 ... (771 — I ) L J 



X etanl un coefficient constant, la valeur de A se trouverait 6videm- 
ment multipliee par X; on aurait done 




Par suite, on trouvera, dans I’une ct I’aulre supposition, 
(28) A = £^[<$ 6 -“^]. 


D’ailleurs, le polynome <S peut toujours etre d6conapos6 en termes de 
la forme 



ot il suffira d’ajouter entre elles lesvaleurs de A correspondantes k 
diverses valeurs de pour obtenir la valeur de A correspondante a 
une valeur nouvelle de <S represent6e par la somme de toutes les 
autres. Done la formule (28) s’^tend k tous les cas possibles. On 6ta- 
blira de la meme maniere chacune des equations 

(29) B = Cr=r[Ae— ], .... 


Quant a la valeur de la constants k, on peut la d^duire encore faci- 
lement de la formule (19). En effet, en vertu de cetle formule, si I’on 
suppose 



m d^signant un nombre entier sup6rieur k I’unit^, la partie de k qui 
correspondra au produit 

9>e-«x 


OEuvret de C. — S. II, t. XII. 



426 M^MOIRE SUR LA THfiORIE 

sc trouvera repr6sent^e par le terme qui ne dependra pas de s dans Ic 

developpement du polynome 


e~ae 


(— a) 




(/;i— ijfi/w-i (m _ i) (/n — '** 2)...t.£ 

eii line serie ordonnee suivant les puissances ascendantes do £, c ost- 
a-dire par I’expression 




/ji — I 


_<=5>n_(',+i+' 

1 .2. . .(/M — l) \ 2 a 

ou, ce qui revient au meme, par Texpression 

Si Ton supposait au contraire 

J.OT 


Xdesignantun coefficient constant, la partie de A* correspondanie au 
produit serait 6videmraent 



Cela pose, soient 

<’ «»• 

— 1 —^7 — 

j’ ar 

ce que devient successivement la fonction 
quand on reduit chacun des polynomes 

^7 h ••• 

a un soul terme, savoirau terme qui renferme comme facteur 


— ou -r 


a?'* 


Of 


ou 
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Non seulcment on aura 


, . u V tv 

= S + + + 


mais de plus lavaleur g6nerale de k, composee dediverses expressions 
semblablos k I’expression (3o), se trouvera evidemment d^terininee 
par la forinule 

Eu egard aux formules (28), (29) et (32), I’^quation (27) donnera 

(33) ^ = + + [ 5 +•••]+••• 

— 1(a) + H- Ac-"l(c) +. 

Pour monlrer une application de la formule (33), supposons 




On aura, dans cette hypothese. 


b — €L j j 


\ 2 iP y J? ^ -y* / /-■ 


2 X X 


II = v= — (i — 

] = « + = - (a + i) » 

£[i]=— 

et par suite la formule (33) donnera 

Soient maintenant n un nombre trbs considerable, et 
(34) f(/0=r RCP + Qff-"®)^?-^ 
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une fonction d^terminee de n, repr^sent^e par une int^grale d6finie, 
dans laquelle le facteur R conserve une valeur finie, pour a? = o, 
P, Q etant d’ailleurs deux fonctions de x d^veloppables suivant les 
puissances ascendantes et entiferes de x. Si, en nommant ^lapartie 
de la fonction Q qui renferme des puissances negatives de x, on pose 


(35) 

F(»)=r R(P 

Jo 

(36) 

min) = rti{Q-n.)e-''^dx, 
Jq 

on aura 


(3?) 

f(/i) = F(«) -hro(n); 


et la fonction Gr(n),qui s’6vanouira pour n = oo, deviendra infiniment 
petite pour des valeurs infiniment grandes de n. 


II. — Sur la sommation des puissances negatives setnblables des divers ternies 
d’une progression arithmilique. 

Pour montrer une application des formules 6tablies dans le para- 
graphe I, supposons 




{ct + n — 1 )“’ 


a, a d6signant deux quantiles positives. Si Ton fait, avec M. Legendre, 


on en conclura 


r(a) = f a;®”* e~* dx. 


ou, ce qui revient au m6me, 


1 1 /** 

— = « — / djc : 

«“ r(a) / 
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et, par suite, on aura 

f(«) = ^ e— ' + . . . -H das. 

Mais, d’autre part, on trouvera 

T ___ O'^nX 



I — 

On aura done encore 

( 2 ) f(n) = 5r— / dx. 

\ I T(a)J^ i — e-^ 

On reduira la formule (2) k la formule (34) du paragraphe 1, en 
posant 

U = P = — r-i — -r, Q=-- . — - 

r(<2) a:(i — ^(i — ef~*) 

Alors,en d^veloppant la fonction Q suivant les puissances ascendantes 
de a?, et noramant la partie du d6veloppement qui renfermera dcs 
puissances negatives de a?, on trouvera 



Cela pos6, les formules (35), (36), (37) du paragraphe I donneront 
(3) f(n) = F(n) + ®(ft), 

les valeurs de F(n) et de ts(n) etant 



En vertu des formules (4) et (5), on aura 6videmment 



( 6 ) = 


2 


I 

I — 
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En partant de I’equation ( 4 ), on pent obtenir cn termes finis, sinon 
la valeur de la fonction r(/i), du moins celle de la difference 

F(«)-F(o), 

et par consequent ramener la determination de F(«) consid6ree 
comme fonction de n, a revaluation de la constante rcprcsentee 
par F(o). En effet, on tire de I’equation ( 4 ) 

(:) -+- 0(1 — rf.2'. 

Comme on aura d’ailleurs evidemment 


n 00 

I e” 

*-'n 


am g-nx fix — 


Fla) 


(a 4- '<)« 

on en conclura, en integrant par rapport a « et a partir de n = o, 

./o X j — a ^ 

puis, en rempiacant a par a + 1, 

C =[«-«- (a -i-/0-"]r(a). 

•^0 


Cela pose, la formule (7) donnera 

(8) !?(»)— (« 4 - «)-'*— g-'* 

I — a a ’ 


et Ton en tirera, eu egard a la formule (6), 


g« 


— ®(o). 


En substituant la valeur precedente de F(n) dans le second inembre 
de I’equation ( 3 ), et ayant egard k la formule (i), on frouvera 

(to) — 1 f L. J I 

«“ (g + i)“ 

_ (g + w)*"" — ot»-a (a + «"<• 

j — a a I- tiJ(rt) — Bj(o). 
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Si dans I’^quation (lo) on pose a = i, elle donnera 


(•I) 


T I 


a a -H I 


a-h n — I 


“ l(a -h /i) — 1(a) ■ 


-h m( n) — nj(o). 


2<x[cr. H- n ) 

la valeur de ts(n) elant 

(,2) = ^ + 

Si Ton pose en outre 

a = 1 , 

on trouvera 

(l3) n.i-i-lH_...+ l = l(rt + i)+i 


I n 


2 n 


js{n) — Gy(o), 


^31 


la valeur de ©(ra) 6tant 
(i4) OT(/i)=jr 

L’equation (i3), dont le premier membre est la somme de la suite 
harmonique 

I I I 


ne diffbre pas, au fond, de la formule qu’Euler a donn6e pour la som- 
mation de cette suite, et ramene cette summation au calcul des deux 
int6grales representees par ®(n) et rar(o), dont la premiere devient 
infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de n. Ajoutons 
qu’en vertu de la formule (i4) on aura 

ou, ce qui revient au m^me, 

(. 5 ) = 
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En posant on r6duit I’integrale 



e~^ dx^ 


comprise dans le second raembre de I’equation (i5), a la forme 

/ + UT)] *■ 


Cette derniere integrate a ete calculee par Euler, qui a trouve sa valeur 
sensiblement egale au nombre 

0,5772x566 


II est bon d’observer que dans I’^quation (lo), comine dans I’equa- 
tion (i3), I’integrale repr6sentee par gt(/i) devient infinimcnt petite 
pour des valeurs infiniment grandes de n. Quanta I’inlegrale repre- 
sent6e par to (o), elle est ind6pendante de n et analogue a la conslante 
introduite par Euler dans le calcul relatif H la sommation de la suite 
harmonique. 

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que les integrales 
represent^es par sj (o) et gi(«), dans la formule (lo), peuvent etre 
d6velopp6es deplusieurs manibres en series convergentes. On y par- 
viendra, par exemple, en suivant la methode employee, dans un cas 
semblable, par M. Binet, et d^veloppant, dans la fonction sous le 
signe /, le coefficient de rcxponentielle 


en une serie ordonn6e suivant les puissances ascendantes de la quan- 
tity variable 

zz=i — 


On pourrait ainsi commencer par decomposer I’intcgrale xs(n) en 
deux autres, dont la premiere serait prise entre les limites a?=o, 
x = i, la seconde entre les limites x=x, a; = ao; puis diivelopper 
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dans la seconde integrals la fonction sous le signe /, comme on vient 
de le dire, et dans la premiere integrals, le rapport 

I 

I — 

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x. On salt 
d’ailleurs que, dans cette dernifere serie, les coefficients des puissances 
enti^res de x s’expriment frfes facilement a I’aide des nombres de 
Bernoulli. 


III. — Sur les intigrales euliriennes. 


Les integrales, nommees euliriennes par M. Legendre, sont, comme 
on sail, de deux esp^ces. Mais, comme les integrales euleriennes de 
premiere espece peuvent etre exprimees en fonction des integrales 
euleriennes de seconde espece, nous nous bornerons k considerer 
celles-ci que M. Legendre represents a I’aide de la lettre F, et a faire 
voir comment, des principes etablis dans le premier paragraphs, on 
pent deduire les proprietes diverses de la fonction de n determines 
par la formule 


(0 



dx. 


Lorsqu’on pose « = i, I’equation (i) donne iinmediatement 

(2) r(i) = i. 

Lorsque n se reduit k un nombre entier plus grand que I’unite, 
alors, pour obtenir la valeur de r(/i), il suflit d’appliquerune ou plu- 
sieurs fois de suite I’integration par parties au second membre de la 
formule (i). On arrive ainsi aux formulas connues 

(3) r(2)=i, r(3) = i.2, r(4)=i.2.3, 

et Ton trouve generalement 

(4) r(rt)=i.2...(«— I). 


OEmrtt de C. — S. II, t. XII. 


55 



434 MSMOIRE SUR LA THlilORIE 

Au reste, on pent encore arriver facilementalaformule (3) en parlant 

de I’equation 

( 5 ) f = 

dans laquelle designe une quantite positive qiielconque. En effet, 
on tire de cette equation, differentiae n — i fois par rapport a A', 


( 6 ) 



dx = 


1 .2. . — i). 
A-« ’ 


puis, en posant i, on se trouve imniediateruent rainene a la for- 
mule ( 4 )- 

Supposons maintenant que la lettre n represente une quantite posi- 
tive quelconque, qui puisse varier arbitrairement depuis n=o, 
jusqu’a /2 = ac. 

En differentiant, par rapport a n, les deux membres de Tequation (i), 
on trouvera 

(7) D„r(n)=r x"“‘ e-®l(r) rfj:’. 


D’autre part, en rempla?ant cs par s, et & par x dans la formule (5), 
on aura 

r e-^^dz= 

L ^ 


puis, en integrant par rapport a a? et a partirde a? = i, on en lirera 


r e-=-e- 


ce qu’on pourrait aussi conclure de I’equation (i5) du paragraphe 1. 
Done la formule ( 7 ) donnera 


D„r(rt)= f f 
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et, comme a I’^quation (i) on pourra joindre la suivante : 


f e~^ dx—f 
Jo Jo 


^n-l dx = - ■ , 

(H-s)" 


2t35 


on trouvera d^finitivement 

on, ce qui revient an meme, 

(8) D„ir(n)= r[e-=-{n-s)-«]^. 

Jq 

Si Ton intfegre par rapport k n, et a partir^e n — i, les deux membres 
de la formule (8), alors, en ayant egard a I’^quation (i), on trouvera 


(9) 


ir(«)= rj’cn- 




(l di 


l(H- 5 ) 




n est facile de verifier la formule (9), dans le cas particulier oti Ton 
prend n = 2. Alors, en elfet, elle donne, eu 6gard a la premiere des 
Equations (3), 


(10) 



(1 + 5)-*- 

1 - 

J (l -h i?) 


et se rMuit par consequent a la formule (i4) du paragraphe I. 

Le second membre de la formule (9) renferme tout a la fois, sons 
le signe /, le logari thine n^perien 1(1 + 5), et rexponentielle er*; 
raais il peut etre facilement debarrasse de cette exponentielle. En effet, 
si Ton combine entre elles, par voied’ addition, lesformules(9)et(io), 
apres avoir raultipli6 la derniere par —(n~ 1), on trouvera 


(II) ]T{n)=f (rt — i)(i- 
Jo 


I-*— 


(iH-s)-" 


ds 


1(1 + 5) 


Si Ton veut d6barrasser le second membre de la formule (i i) de la 
fonction transcendante l(i + s) il suffira de poser 
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ou, ce qui revient au meme, 

i + z = e^, a = e®— I. 


On trouvera aiiisi 
(i 2 ) ir(rt) 


= f (n — i) 

t/fl 




I — _ Jr* 


II estbon d’observer qu’en diff^rentiant I’equation (12) par rapport 
a n, on obtiendrait la suivante : 


i)„ir(«) = 



T^) 


dx. 


Cette derni^re equation, qui peut se deduire directement des for- 
mules( 8 ) et (10), se transforme, quandon y pose 


en une autre donnee par M. Gauss. Done, r 6 ciproquement, en posant 

t = — l(jr) 


dans I’equation de M. Gauss, on pourra de cette equation, integree 
par rapport n, tirer imm 6 diatement la forraule (12). 

On peut aisement deduire de la formula (12) les diverses propri( 5 tes 
connues de lafonction r(/2); et d’abord, si Ton y remplace npar/i ■+■ i, 
on trouvera 


(i 3 ) 


lT{i+n) = 



Q-x_ flj. 

I — J iT ’ 


puis on tirera des formulas (12), (i 3 ) 

^ /*“ Q—x p—nx 

ir(H-/z) — ir(/2) = / 1 zz 1 ( /i ) ; 

c/q ^ 

par consequent 

( 4 ) r(i + n) = ir(«) + i(/i). 

el 


(i 5 ) 


r(i H-/i) = /ir(«). 
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On arriverait immediatement k la m^me conclusion, en differentiant 
par rapport k A la formule 


jf" a?"-* a ;»-‘ dx = 


et posant cnsuite ^ = i . 

Concevons a present que, n 6fant inf^rieur k I’unite, on remplace, 
dans la formule (i3), npar — n. On trouvera 


(i6) 


,r, ^ r"r , c-®— c-t*-")®"! rfx 


puis, en combinant entre elles par voie d’addition les formules (i3) 
et (i6), on aura 


(17) ir(n-«) + ir(i 


-n)=r 

•/o 


g-O+niaf-i- 2 da; 

1 — oc 


D’autre part, si dans la seconds des formules (5) du paragraphs I, 
on pose successivement a? = /, 0 ? = on en tirera 

C 


r” 1“-^ di _ r* t-‘‘dt _ It 
J i — t ~J t — i ~ laiigair’ 


par consequent 


f » (a-I _ (-a 


dt: 


27T 


langaTT 


et 


tangcnr aj, i — t J, i — ^ 


Done, eu egardaux formules 
c«-'— t-o 


i — t 






j — t 


J. « 



on aura 

et 
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% I 

= H- / < 

tangfliTT a J i — t 


■ d( 


r‘£!z^^,= _IE i. 

i — i langoTT a 


Si, dans cette derniere formule, on pose t = e ■*, a — n, on (rouvera 


r 


I — e- 


■ djr=: 


71 


tarigAZTT n 

puis en integrant par rapport a n, et a partir de n = o, 

/ 


g—(l+n)x ^ g-(i—n)x — 2 e~~‘^ dx ^ Jilt 

I — e-'^ X sinwTT 


Cela pos 6 , la formule ( 17 ) donnera 

( 18 ) 

et par suite 


ir(i -I- n) 4- 1 r(i — /i) = 1 ■ /'- ■■■> 

sinwir 


('9) 


r(i + n)r(i — n) = ^ 


nit 


sin/iTt 


De cette dernifere Equation, jointe k la formule (i5), on tiro immedia- 
tement la suivante : 


(so) 


r(/i)r(i — ra)= 


TT 

sin/zTi’ 


qui peut aussi se d 6 duire, comme on sait, de la premiere des for- 
mules (5)du paragraphs I. En elFet, la formule 

TT r" a;"-* dx 

sinnir \ + x ’ 


jointe a I’^quation (5), de laquelle on tire 
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donne 


-r^—=f C js'^-^e-^e-^-dsdx = T(ii) f s-" e-^ ds =T(n)T(i — n). 
En posant, dans I’equation ( 20 ), n = -> on retrouve Tequation connue 


on 

(21) 



= r, 



Les Equations (i4) et (i8)ont celaderemarquable, qu’ellesfournis- 
sentles valours des quantiles 

1 r(n + 1) — ir(rt), I r(n- n) 4-11(1— /i), 

dontchacune represente une fonction lincaire de deux valeurs difF6- 
rentes de I r(/i). Nous montrerons plus loin comment, a I’aide de la 
formule ( 12 ), on pent decouvriret calculer d’autresfonclions lineaires 
form(ies avec diverses valeurs de IF (71); et, en terminant le present 
paragraphe, nous ferons voir que la marche trac6edans le paragraphe 1 
fournit immediatement la decomposition de Fintegrale qui repre- 
sente ir(n) en deux autres, dont I’une devient infiniment petite 
pour des valeurs infiniment grandes de n. Effectivement, si I’onpose, 
pour abreger, 

\ i — e-'^J X x{i — e ■*) 

la formule ( 12 ), r6duite k 

(22) ir(«)=r 

deviendra semblable a la formule (34) du paragraphe I; et, pour 
obtenir la decomposition ci-dessus mentionnee, il suffira de d^ve- 
lopper la fonction Q suivant.les puissances ascendantes de cn. Si Ton 
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nomme '^la partie du developpenaent coimpos^e des seuls ternies cjui 

renfermeront les puissances negatives de x, on aura 


et 



( 23 ) 


I r(ra) = F(«) -H »^(«)' 


les valeurs de F(ra), xs(n) etant d4termin6es par les formules 


( 34 ) 

( 25 ) 






e-"* 


dont la seeonde fournira une valeur de oj(n) qui s’approcliera indefi- 
niment de z6ro, tandis que le nombre^z croitra indeliniinent. Ajoufous 
que si, dans les formules ( 24 ) et (aS), on substituo les valeurs de P, 
Q et on obtiendra les equations 



dont la seeonde a et6 donn6e par M. Binet. 

Lorsqu’on suppose /i = ^, il est facile de calculer non sculenicnt 

la valeur der(n), alors d6terminee par I’equation (21), inais aussi 
les valeurs de F(; 2 ) et vs(n). En elfet on tire de lafprmule (27) 



puis, en remplagant x par 2 x, 
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D’autre part, on a 


Ul 


I — e"“ 


Q—x ! Q-x Q—x 

I — e~^ \ 1 -4- e‘~^) I — i — 


et Ton tirera de la formule (27), en y posant n = i, 

V ^ ^ 2 ^ 

= r ( ' _ J L\ e-'A 

J. \i — e"*^ 2JS 2/ j- ’ 


par consequent 

(»9) -=f'{T^ 


2 

2JI:* 


1 — e“' 




dx 

X 


Or, en combinant par voie de soustraction les formules (28) et (29), 
on trouvera 

Ji) = L r{L:i£:l-e-Ae-‘^^, 

\2 J 2,1 \ X J X 


rsji 


ou, cequi revientan meme, 

D’ailleurs la formule (33) du paragraphe I donnera 

=»c[ 2''y* ] i) i(»] =— K>j. 

On aura done definitivement 

(3o) . 

La valeur de o(i) 6tantainsi calcul6e, celle de F (4) se d^duira imm6- 
diatement des formules (21) et (23), desquelles on tirera 
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et par suite 




II y a plus, on poupra aisement deduire des formules (26) et (3i) la 
valeur gen6rale de F (/i). En effet, la formule donne 






*')]t 


et par suite, eu egard a la formule (33) du paragraphe 1, on auia 


F(«)-Ff^U I 


r 

L 




= — w-4- - + ^n— 1(«); 

puis on en conclura 

F(«) = F — « H- ^ 4 - (/i — 1(«), 


ou, ce qui revient au raeme, 

(Sa) F(rt) = — 

Gela pose, la formule (23) se trouvera reduite a 

(33) ir(n) = (^/i — ijl(/ 2 ) — « + ^1(2TC) 4-ro(rt), 

la valeur de cj(/i) 6tant toujours determinfee par I’fequation (27); et 
Ton en conclura 

t _i 

(34) r(7i) =( 27 t)*n'’ 

En vertu de la formule (34), le rapport de la fonction F (n) au pro- 
duit 

1 ^_i 

( n'Tr\^n * 4 »— « 
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se trouve represente par I’exponentielle 

dont I’exposant © (n) s’approche indefiniment de zero, tandis quen 
croit indefiniment. Done, pour de trfes grandes valeurs de n, ce rapport 
se reduit sensiblement k I’unite. Cette conclusion remarquable est, 
comme on sait, une consequence immediate d'une formule donn^e 
par Stirling. 


IV. — Sur le diveloppement de ir(«) en sSrie convergente^ 
et sur la formule de Stirling, 

Comme on I’a vu dans le paragraphe pr6c6dent, le calcul de IF (ra), 
et par suite le calcul de la fonction r(n), se trouve reduit k celui de la 
function ©(n) par la formule 

(i) ir(/i)= l(n) — « H- ^l(27r) H- ©(«), 

dans laquelle on a 



ou, CO qui revient au mkme, 



Voyoris maintenant le parti qu’on pent tirer de la formule ( 2 ) ou (3), 
pour d^velopper la fonction ©(n) en serie convergente. 

La fonction de x, renfermee entre parentheses sous le signe / dans 
le second membre de la formule ( 2 ) ou (3), n’est developpable en 
s6rie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, 
que pour un module de x inf6rieur au module 211 : de la plus petite 
racine de I’^quation 


I — e“®= o. 
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Mais il suffit de multiplier la fonction dont il s’agit par le facteur 

I — 

ou bien encore par le facteur 

e®— i = e*^(i — c“®), 

pour obfenir un produit qui soit toujours developpable en unc serie 
convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de sc. Iin 
profitant de cette remarque, on peut ais6ment ddvelopper la fonc- 
tion t 5 (n) en serie convergente. Effectivement, si 1 on developpe e 
en line serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de sc, on 


trouvera 


et par suite 


a:* a. x' 

i — er^-=:x 1 5 — — 5-7 

2 2.0 3 . 0.4 


' 2) _ /i I \ a; / 1 I \ / 1 t \ 

X ~U 3/3 V2 4/2-3 V2 573.3.4 


2 2.3 ••• 


Done la formula (3) donnera 


I / I r‘ e-''* , 2 /*" a:* e-"' , 

(4) BTf/l) = - I T / X ^clx — y-7- / = dx -H . . . 

'' ’ 2V2.3/ f — e-* 3.47 1.2 I— ff-* 


Comme on aura d’autre part 




on en conclura, pour une valeur entifere quelconque de m, 

j C^ I j 

1 . 2 . . .wj I — («-t- 


On aura done 


( 6 ) 
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Si a r^quation ( 3 ) on substituait la suivante : 



c’est-k-dire, en d’autres termes, si, dans I’integrale qui repr6sente la 
fonction r3(n), on decomposait Ja fonction sous le signe J' cn deux 
facteurs dont le second ftit repr^sente non plus par le rapport 

g-nx 

I — e-*’ 

mais par le rapport 

g-UX 

. — I ’ 

alors, en developpant le premier factcur en une s6rie ordonnec suivant 
les puissances ascendantes de ob, on obtiendrait non plus la for- 
mula (6), mais celle-ci : 

Dans son Memoire sur les integralcs euleriennes, M. Binet a prouv6 
que I’equation (8) fournit la valeur de cy(n) propre k veritier la 
formule(i). Mais, au lieu d’operer comma nous venons de le faire, en 
dcduisant I’equation (8) de la formula ( 3 ), il a suivi une marche in- 
verse et tir6 laformule ( 3 ) de requafion(8),apres avoir etabli celle-ci 
directement. 

Le succfes de la methods de developpement, a I’aidede laquelle nous 
avons d6duit la formule (6) ou (8) de I’equation ( 3 ) ou (7), tient k ce 
que nous avons 6vit6 de comprendre lediviseur 

X — e""* on c®— I 


dans le facteur d6veloppe suivant les puissances ascendantes de la 
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variable x. II est done naturel de penser qu’il pent etre avantageux de 
representer ce facteur par une seule lettre. Si, pour fixer les idees, on 

pose 

-I — 


dans la formule ( 3 ), on trouvera 


(9) 



1 ( 1-0 


] 


1 ( 1-0 


dt. 


Si Ton pose au contraire 


e*— 1 = « 


dans la formule (7) on trouvera 




I ](t-(-0“"“‘ 

l(n-oJ 1(1 + 0 


dt. 


Or il est facile de developper en s6rie convergente le second raembre 
de la formule (9), attendu que, si Ton y decompose la fonction sous le 

signe J en deux facteurs dont I’un soit 

- ( 1 - 0 "-’, 

I’autre facteur, savoir 


[7 ^ l(i — 0 J Ui — 

sera d6veloppable, pour toutes lesvaleurs de t comprises entre o et r, 
en une serie convergen.te ordonnee suivant les puissances ascendantes 
der. En effet, on a, d’apres la formule de Newton, pour toute valeur 
de t comprise entre les limites 0, x. 


(1 - 0«= 1 - ar - fill -f.) , 
1.2 1.2.3 


ou, ce qui revient au m^me, 


(11) 


(i — 1)^=, I — ai^ - a®/® — aji® — . . 
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la valeur g^n^rale de a,„ etant 


( 12 ) 


a(r — g)(2 — a)., .{m — i — «) 

i.2.3...m 


Or on tire de I’equation (ii) integr6e deux fois de suite, par rapport 
a a et a partir de a = 6, 

Ur --.) =“-‘1 “■‘'“-‘ V . 

Si, dans ces deux derniferes formules, on pose a = i, elles deviendront 

[irr^ + 7 ] 

puis, en les combinant entre elles par voie d’addition, apres avoir 
multipli6 la premiere par on trouvera 


(i3) 


[7 “ 5 UT^] KrirT) - ^ + "** ** ^ 


la valeur gen6rale de etant 


a,„=y y a„,+ida.^— -J' rf«, 


ou, ce qui revient auTiieme, 

,04) -- (2 

attendu que I’int^gratipn par parties donne 

(*. C. jf* g^t+t doCt 

Jq »/ 0 *'"^0 
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En posant succossivementm = o, w = i. /w = 2, m = 3 , on tirera 

de la formule (i4) 

®o=-17’ = "““imsT)’ 

Les valeurs de a,, Oi. ••• etant ainsi d^termin6es, Tequalion (9), 
jointe k la formule (i 3 ), donnera 

(i 5 ) ro ('0 = f. — 0 *~‘ 


et, comme on a g^n^ralemcnt 



— f )»-' (ft = 


t .2. i.. .ni 

n{/i + 1). . .(« -H «i)' 


on trouvera definitiveinent 


(16) 


I r I i-a 

— ~|^I2 • ^ 2) 


1 . 2.3 

{n + i) (n + 2) (n + 3 ) 



La formule (16) est encore Tune de celles que M. Binet a obteniies en 
operant comme nous venons de le dire. 

Au lieu de chercher k d6velopper, dans I’integrale quo renferme 

I’equation (2), la function sous le signe J' en une serie qui demcure 
toujours convergente entre les limites de I’int^gration, on pourrait, 
apr^s avoir d6compos6 cette integrals en deux autres, appliquer a 
celles-ci deux methodes de d^veloppement diverses. Ainsi, par 
exemple, co 6tant un nombre inf6rieur a 21:, on pourra remplacor 
I’equation (2) par la suivante : 



de laquelle on tirera, en posant dans la seconds integrals 
et I — e““= Q, 


Cj(«) = 


Jo \1 — e-® .X 2) X 

_r‘r' * . j 

2^^i-t)} J(,_o 



(' 7 ) 
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D’ailleurs, comme on a generalement 

r ^ ^ j IX I I 

^ ___ - - „ 

2 2 X 62 3 o 2.3.4 4^ 2. 3 . 4. 5. 6 ***’ 

les coefficients 

I I 1 

6 ’ iJo ’ 42 ’ 


etant les nombres mfimes de Bernoulli, on en conclura, en rempla- 
Canta? par a;\/— i, 

t,a\ L f ’ * * \ ‘ 

j;\i — e~* X 1) 62 302.3.4"^ 42 2. 3 . 4. o-ti 


Op, eu egard a cette derniere formule et a I’^quation (i3), la for- 
mule ( 17 ) donnera ’ 


, . , . r / • ' I a;* I 

(19) cj(rt)= / p u 3-7 + 7- 

' J \b 2 60 2.3.4 42 


2. 3 . 4. 0.6 


....) 


e dx 




dt. 


Ajoutons qu’il sera facile de calculer les diverses int^grales dans 
lesquolles pourront se decomposer le second membre de la for- 
mule (19). En elfet, on aura d’une part 


i: 


e-"* clx = 



puis on en conclura, en diff6rentiant m fois par rapport a n, 


(20) 



x«‘e- dx = {—1)'" D'/‘ 



D’autre part, en nommant k un coefficient quelconque, on aura 


f 

Ja 




(r— 4 Q)"+'»— (r — 4 )” 
(rt -(- m)k 


(iEiions de C. — S. II, t. XII. 
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puis on en conclura, en diff6rentiant m fois par rapport a k 

{-O'” 


X I t f'xm 

et par suite, en posant A = i , on trouvera 


(22) 


{ iV« (\ — /ri 


(i— 

k ’ 


(i — /.•SO'"'"" 


k devant etre r6duit a I’unite, aprfes les differentiations, dans la valeur 
de I’expression 


h- 1 


II est bon d’observer que si, dans I’^quation (22), on pose = o, on 
retrouvera, comme on devait s’y attendre, I’^quation 



1 .2. . .m 

«(« + 1 ). . .(n + m) 


Le developpement de la fonction xs{n) cesserait d’etre convergent 
si, dans le second membre de la formule (19), on supposait co>- 2it. 
Le cas od Ton supposerait to =00, et par suite Q = i, merite une atten- 
tion particuliere. Dans ce cas, I’^quation (19), r^duite a 


(23) 



I I 1 

I .2. /I 3o 3.4./2^ 


I I 

42 5.6./^® 


coinciderait avec une formule de Stirling. Mais, quoique cette formule 
soit inadmissible et d6pourvue de sens, quand on suppose la s6riequo 
le second membre renferme, prolongee k I’infini, cependant lorsquo, 
n ayant une valeur considerable, on se borne k calculer un petit 
nombre de termes de la s6rie en question, la somme de ces termes 
fournit k tres peu pres la valeur de Or il importe de savoir 

quelles sont alors les limites de I’erreur commise. G’est ce que nous 
allons maintenant examiner. 
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On a g^n^ralement 


cot^ 


p [COLs] 1 I 


^,27 — Z X X — 71 ;2? — 27r X — StT 

I I I 


J7-i-7r ^ + 271 .27-h37r 




ou, ce qui revient au meine, 



CO ““ 






• 1 


puis on en conclut, en rempla^antajpar^ayV— i, 

j: a) *67r*+aj® SSTr'-t-a?* 

Cela pos6, la formule ( 2 ) donnera 


En d 6 veloppant chacune des fractions que renferme le second membre 
de la formule (a'l-), suivant les puissances ascendantes de a?*, a I’aide 
de r^quation 


(a6) 


\ J X^ X^ 

A *-+- ar* “ F ~ F F 


dans laquelle & pent representer successivement les divers termes de 
la suite 

27r, 47^1 • • •? 


on tirera de la formule (24) comparee k la formule (18) les Equations 
connues 


I 1 I 

’ a* 3* ^ ' 


— TfS 


f + T7 ■ 


I 


3 ^ 


I I 

4 * 


I 2'7r* 

I a‘7t® 

3. 4-5. 6’ 


(27) 
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et Ton fera coincider I’eqaation ( 25 ) avec ia formule inexactc de 
Stirling. Mais, a la place de celle-ci, on retrouvera unc formuh* 
exacte et rigoureuse, si a I’equalion (26), qui devient inexacte d<>s 
que le module dea; surpasse le module de i, on substitue I’equation 


(28) 


a;- X* 




X‘ 


k' A-* ■*' it* /i-s -(-a:*)’ 


qui demeure toujours vraie, quel que soil x. En ayant egard k colU* 
dernifere, ainsi qu’aux formules (27), et en posant, pour abrcger, 




3o’ 


c’est-a-dire, en d6signant pare,, c,, ... les nombres de Bernoulli, 
on tirera de I’equation (24) 


CjX' CjiT* 


C,„x^ 


X 2 ) 3 2.3.4 2.3.4.5.6 “ 2.3.4...2W 

la valeur de r„, etant 


(3o) '■"'-^|(a7r)s»>[(37r)‘ + a;*] *'■ (47r)*'»[(47r)*+ ar»] ■•■• ••!• 

D’ailleurs, pour des valeurs r6elles de x et de on aura g6n6ralement 




a?* 


k‘”‘(k^-+-x‘) 


et par suite I’equation (3o) donnera 


*<1 2 




2WH-2 ' 32 m+l 


\ X* 
'") (27r)- 


ou, ce qui revient au meme, 

(30 r,„< 




2.34- • .(am + 2) 

Done, en d^signant par 0 un nombre inf6rieur k I’uniteJ on aura 


rm= I 




2.3.4. . .{3m 4- 2)’ 
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et la formula (29) donnera 


(33) i( — 

a: \ i — 6 ?“*^ 2 


Ct c^x^ 

2 2.3.4 2.3.4.5.b 


_j_ 

2.3.4. .. 2m 2.3.4 ... (2m -j- 2) 


Ajoutons qu’eu egard aux formules (29) et (3i\ on tirera clc Tequa- 
tion(2) 


I.2/i 3.4/^® 5.6/4® 


± rn /***/’ e-'^^dx 

(2 /?i — 1 ) 2 m ’ 

la valeur de Tintegrale / rtne~~^'^dx etant assujettie a la condition 

( 2 «»-+ I ) ( 2 «TV 2 )««"•+> ■ 


( 2 /nH- 1 ) ( 2 m H- 2 )/l*'"“^‘ 


En d’autres termes, on aura 


(35) xs{n) = — _ ■ » ■■ ■ -I- _ 

i.2./i 3.4 ./i’ o.6./t’ 

_(_i)m lai (_iV«-n0 ££±j , 

^ ^ ( 2 m — i) 2 m/i-'"-* ^ ' (am + i) (2/«-h2)/4*'"‘^^ 

0 designant encore un nombre inf6rieur a I’unite, et la valour de c„ 
etant gen6ralement determin^e pa'r la formule 

1 J 2®'”""* 

(36) ' + ^ + + 


Dans le cas particulier oti Ton pose m = o, la formule (35) reproduit 
un r6sultat obtenu par M. Liouville. Observons d’ailleursqiieM. Crelle 
a public recemraent, dans son Journal, un Memoire oti M. Raabe, apr^s 
avoir etabli la formule (35) pourle cas oil n se r6duit ii un nombre 
entier, ajoute qu’il est tr^s probable qu’elle subsiste, dans tons les 
cas, mais qu’il n’a pu r6ussir jusqu’ii present ii en obtenir une de- 
monstration g6n6rale et rigoureuse. 
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Le rapport entre les valours nutn6riques des deux termes qui, dans 
la serie de Stirling, ont pour facteurs les nombres 


se rMuita 


(a/n — i) 2 /n J[_^ 

(am 4- 1 ) ( 2 m -h 2) c,n 


D’ailleurs on tire de la formule (36) 

_ (am + i)(2w + 2) * **" \3/ ^ ^ (am + 1 ) + 3A 

~cZ~ (27t)* 

Done, par suite, le rapport ci-dessus mentionne sera inf6rieur a I’cx- 
pression 

(am — Qam / m V 
(27r/l)* W'v ^ 

et les valours nuraeriques des divers termes de la serie de Stirling iront 
en d6croissant, jusqu’k ce qu’on arrive '& un terme dont le rang m sur- 
passe le produit 7t7^, et a plus forte raison, puisqu’on a Tr>3, le 
produit Sti- D’ailleurs on tire de la formule (35) cctle conclusion, 
digne de remarque, que, si Ton arrSte la serie de Stirling a un terme 
quelconque, la valour num^rique de ce terme sera pr6ciseraent la 
limite de I’erreurque Ton commettra en prenant la somme des termes 
precedents pour valeur approchee de cy(n). 

La conclusion que nous venons d’enoncer prouve I’utilite d’un 
calcul a I’aide duquel on trouverait commodement une limite sup6- 
rieure k I’expression 

/ 3 «\ £»» 

(am — i) 2 m/i*'”“* ’ 


qui repr^sente la valeur num6rique du terme general de la serie do 
Stirling. Or, en vertu des principes etablis, il sera facile d’obtenir une 
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telle limite; et d’abord on tire de la formule (36) 


a.55 


Cfn I 2 . 3 . 4 . . . 2 m 

77 “ 2 (2 7r)*"^-* 


I-f- 


(O’ 


a)’ - 


n- 


par consequent, 
ou, ce qui revient au meme, 


^ C| 2.3.4. . .a/w 

®"«< 7 (2 7 r)*"*-* ’ 


(38) 


1 r(am + i) 

^ni TT 


12 (air)*"*"* 

D’autre part, en posant m = o, dans la formule (35), on cn tire 

Br(«) = 0 — = 

2 « 12/1 

par consequent. 


rs{n) < > 

I2/t 


et, eu egard a cette derniere formule, Tequation (34) du paragraphe 111 
don n era 

I _I 

( 89 ) r(n)< (27r)®/i” 

On aura done 

r(2;n H- i) = 2/7ir(2/7i) < (27t)* (2 /m) "^* e-*"»e>*'", 


et par suite la formule (38) donnera 


C//1 <> — 5 ® ® 

.*'"-i 


12 


(27t) 


Cela pos6, 1’expression ( 37 ) sera evidemment inferieure au produit 


(4o) 


ir* n /T:\h 
3 2 m — j \nij \ 


m \ 
Tine) 


2 m 



456 M^MOIRE SUR LA THEORIE 

<jui pourra toujours se calculer facilement par le moyen de son loga- 
rithm e. 

Nous avons remarque que la valeur numeriquc du terme genoial ile 
la s 6 rie de Stirling, c’esU-dire I’expression (37), d^croit tant que le 
nombre m ne surpasse pas le nombre 3 n. II importe done d examinei 
en particulier ce que devient le produit (4o)» quand on suppose preei- 
sement m = 3 n. Or ce produit se reduit alors au suivant . 


( 4 ') 




. C;i _JL 


D’ailleurs, pour;^>I•, I’expression 

\TcJ on — I 


reste inf 6 rieure a 




:o,oi77...; 


et par consequent, si n surpasse Tunite, le terme dont le rang sera 
represente par le nombre 3 n, dans la serie de Stirling, ofTrira une 
valeur nuraerique inf 6 rieure au produit 


(4a) 


(0,5177.. .) 


a)(^)' 


Done, pour une valeur de n sup 6 rieure a I’unite, on peut, h I’aide de 
la s 4 rie de Stirling, obtenir une valeur detff(n) tellement approchee 
que I’erreur commise reste inf^rieure au produit ( 43 )> Ajoutons que 
cette valeur approchee sera tout simplement la somme des 3 /i — i pre- 
miers lermes de la s^rie. II est, d’autre part, ais 4 de s’assurer que le 
produit (42), qui representera une limite superieure i I’erreur com- 
mise, sera generalement un nombre trfes petit. Si, pour fixer les id 4 cs, 
on prend n = 4, le produit (42.) deviendra 
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et par consequent I’erreur commise sera inferieure au nombre 
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00000 00000 I . 


Si I’on prend n = lo, le produit (42) deviendra 



et par consequent I’erreur commise sera inferieure au nombre 
0 , 00000 00000 00000 00000 00000 0143.... 

Ainsi, en resume, I’equation ( 35 ), que nous avons substituee ^ la 
formule de Stirling, fournira la valeur de Gj(n) avec une approxima- 
tion qui sera generalement trbs considerable, et meme plus que suf- 
fisanle pourlcs besoins du calcul. 


V. — Recherches des equations Uniaires que virifient des valeurs diverses 

de ir(«). 

Soient 

a, b, c, ... 

diverses valeurs. positives successivement attribuees au nombre n. Les 
valeurs correspondantes de ir(n) seronW 

ir(«), ir(i). ir(c) 

ct une function lineaire de ces dernieres quantites sera de la forme 
Air(a)-HBir(£.)4-cir(c)+..., 


A, B, C, ... designantdes coefficients constants. 

D’ailleurs, en vertu de la formule (12) du paragraphe III, on aura 


egalement 

(0 



e-»— dx 

I — J a? 


OEwres de C, — S. H, t. XII. 
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TI y a plus : en designant par 0 une constante positive quelconque, et 
remplacant x par 03 ? dans le second membre de la formule (i), on en 
tirera 

[(«- ■ 

Gela pose, soient 




n dx 

J V 


a, 6, j/, ... 

diverses valeurs de 0 que nous ferons correspondre aux valeurs 

<T, c, ... 

de n. On tirera successivement de la formule ( 2 ) 

/’-r ^ ate 

irw=jf [(a-o^ 


ir(6)=jr“|^(Z>-i)e 


-tx_ 


i — e-^ 


'1 dx 


puis on en conclura 

(3) Air(a)-HB/r(6) + C/r(c)+...= / X— , 

. -''o ® 

la valeur de X 6tant 



ou, ce qui revient au m6me, 


(4) 


X = A[(ar— i)«5-“* + i] + B[(6 — i)e-«*+i] +... 



Done, pour determiner la fonction Iin6aire de 

ir(a), 11 ( 6 ), ir(c), ..., 
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representee par la somme 

Air(a)-hBir(6) + cir(c)+..., 

il suffira d’evaluer I’integrale 

r^dx, 

Jq 

dans laqueile la valeur de X est donnee par la formule (4). Or on 
pourra etfectivement,dans plasieurs ca8,k I’aide des principes 6tablis 
dans le paragraphe I, determiner tr^s facilement I’int^grale en ques- 
tion, et m6me obtenir sa valeur en termes finis, comme nous allons le 
faire voir. 

Pour que la formule (33) du paragraphe I fournisse imm^diatement 
la valeur de I’integrale 

rA 

il suffit que la function X, ou m^me la somme des fractions renferm^es 
dans le second membre de la formule (4), savoir 

I_e-«ax i_e-cy* 

A rT7--l-B r--HC- 


r — e" 


] e 


,-6jp 


I — 


se r6duise a une function lineaire de puissances positives de I’expo- 
nentielle 


e-*. 


D’ailleurs, si Ton pose 


e-=‘=.t, 

la somme dont il s’agit se transformera en cette autre 


1 — 


1 — 


I — fT 


et, pour que la condition enoncee soit remplie, il suffira que la der- 
niere somme se r4duisek une fonction lineaire de puissances positives 
de t. Il est bon d’observer que, dans cette fonction lineaire, le terme 
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ind6pendant de t sera n6cessairement lavaleurqu’acquiertlafonction, 
pour t = o, savoir 

Soil, en consequence, 


B 


I — 


B 


‘“+.,. = A+B+. 




A, k d6signant deux exposants positifs, et H, K, . • . des coefficients 
constants. On aura par suite 



+ B 



. = A + B+...+ He-''''*+Ke-*® + .. , 


et la formula (4) 6tant reduile a 

la formula (3), jointe a la formula (33) du paragraphe I donnera 

Air(a) + Bir(6)-l-...= Hl(A) + Kl(A)4-... 

— A(a — i) 1(«) — B(6 — i) 1(®) 

On pourra enoncer le theoreme suivant : 

TflEORfeME I. — La valeur de la somme 

Air(a) + Bir(6) + cir{c)+... 


pourra s’obienir en lermes finis, si ton pent choisir les constantes 

at, S, y, 


de maniere que le polynome 


A 


I — 
— 


I — 



- 1 -. . . 


se reduise a. une fonction liniaire de puissances positives de t, par conse- 
quent a une expression de la forme 


A+B-+-...4-H4*-i-Ki*+..., 



DE8 INTEGRALES DEFINIES SINGULIERES. 461 
les exposants A, k itant positifs; et alors V equation 

r /aa T 

( 5 ) A -hB _+...=A+B + ...+ Hf'‘+K«* 4 -... 

I I •— 


entratnera la suivante : 


(6) Air(a) +-Bir(6)+... = H1(A)4-Kl(*) +... 

— A(a -i) 1(a) — B( 6 — 1)1(6)— .... 


II est bon d’observer que, si Ton pose n = i, dans les formules (26) 
et (32) du paragraphe III, ces formules fourniront deux valeurs 
n6cessairement 6gales de la fonction repr6senf6e par F(n). On aura 
done 


(7) 



I — sc 


Si Ton retranche les deux membres de cette derniere formule des 
membres correspondents de I’equation (i), on trouvera 



puis on en conclura, en remplagant a? par 6a?, 


(9) 




g-flBa -1 ala? 
I — sc 


Celapose, soient 


a. 6, y, ... 


diverses valeurs positives de 6, que nous ferons correspondre aux 
valeurs 


a, b, c, ... 

de n. On tirera successivement de la formule 



(9) 

g-oaa; "j 

dx 

I— C-«*J 

X 

^r—h^X 

dx 


X 


? 
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y/an V'^tt 


•A + B + 




la yaleur de 6taiit 

(II) .'V.=Afa— — 

^ ' V 2 OtxJ V 2 cxj 


~ ^ ^ - 1 - . . . . 

1 — e I — 

Or, la fornaule (33) du paragraphe I fournira imm^diatement la valeur 
de I’integrale 

i Xn da:, 

Jo 

si la somme 

^—aoLX Q—btx 

A r— -h B -2 H C — 4- . . . 

I — e^otx j — i — g-y-* 

se r6duit k une fonction lin6aire de puissances positives de I’exponen- 
tielle e~^, ou, ce qui revient au meme, si la somme 

(an (be 

A -jr H- B — — g + Cl y + . . . 

I — I — <® I — 

se r6duit a une fonction Iin6aire de puissances positives de t, c’est- 
k-dire k une expression de la forme 

D’ailleurs, dans ce cas, la valeur de -x 6tant r6duite k 


= — - — e-«*+ B + - + H e-*® + Ke-*'+ . . . , 

la formula (33) du paragraphe I donnera 
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et, par suite, 


J" — A-t-B 4 -. .. — A^« — — ^ 1 (a) — - ^ 1(6) — 

— H1(A) — RI(A-)— .... 

Done la formule (ro) donnera 

s/2v: yaiu 


-A(a-l)l(a)-B(6-i)l(6)-..., 


ou, ce qui revient au m6me, 

Air(a)+Bir(&)4-...= ^'^ Y't- -I(27r)-Ht(4)-Kl(4)-... 

_Af«-iV(a)-B('*-iV(®) — ••• 


On peut done 6noncer eneore la proposition suivante : 

TintORfeME IT. — La valeur de la somme 

Air(a)4-Bir(&)-(-Cir(cr)+... 

pourra s’obtenir en termes finis, si t on peut choisir Us consiantes 


a, 6, y, ..., 


de maniire que le polynome 


I — I — fS t — tr 


se re'duise d unefonction UrUaire de puissances positives de t, par conse- 
quent d une expression de la forme 

les exposants h, k 6tant positifs; et alors 1’ Equation 

taOL lh% (CY 

A -i— + B H- B — — ^ 

I — j — (6 1 — 


( 13 ) 


... = H«*-l-Kf*+... 
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entratnera la suivante : 

Si, dans les th6oremesI et II, on remplace les constantes positives 


CL^ I}’! Cj 

par les rapports 

a b c 



alors a la place de ces deux th^orfemes on obtiendra les propositions 
suivantes : 


Th^or6me III. 


dans lequel 


— Si k poly name 

■ 1 “ „ X — «* 


A^^ ^ 

X — 

«, c, 


B 


4- C ■ 




i-ii ■ -i-a 

, a, 6, y, 


dhignent des exposants positi/s, et A, B, C, des coefficients constants^ se 
riduit a um fonction liniaire de puissances positives de t, cest-d-dire d 
une expression de la forme 


h,k, ... itant des exposants positifs, e/ H, K, . . . des quantilis cons- 
tantes; alors I'iqualion 

(14) Ai^ + Bi=l4+... = A-i-B+... + Hf*+Kf*-t-... 

I — i!* I — 


entratnera la suivante : 

(i5) Air(^^-HBir^|)4-... = Hl(A)H-KI(4:) 

-a(^-i)i(«)-b(|-x)i(6)-.... 
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Theoreme IV. — Si le polynome 


dans lequel 


t :=7« + ® 737? 1—77 ’ 

a, h, a, 6, y, 


designent des exposanis positifs^ el A, B, C, des coefficients cons- 
tants^ se rSduit a une fonction liniaire de puissances positives de t, c est- 
d-dire a une expression de la forme 


A, k ilant des exposants positifs^ e/ H, K des quantiles constantes^ alors 
^equation 


entrainera la suivante ; 

(17) Air(2)+Bir(|)+...= ^i^±lJ^]M-Hl(*)-Kl( 4 )-... 

Appliquons maintcnant les formules generales que nous venons 
d’etablir k quelques exemples. 

Ell designant par n uii nombre entier, on a 

(18) • =1 + f + 

' i — t 

Si Ton substilue cctte derniere formule a I’^quation (r4), la formule (i5) 
donnora 

(19) 1 r(/i) = 1 (>) “t“ K 2) H- . . .+ 1 (« — i) 
el, par suite, 

(20) r(rt) = f .2.3.. .(« — i), 


ce qui est effecfivement exact. 

OEuvres de C. — S. 11, t. XII. 


59 
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En d^signant par a un nombrequelconque, on tipedelaformule(i8) 

/« 

( 21 ) 

' ' l — t 


ou, ce qui revient au mfeine, 

(22) ' ~ H- ■ . ■ + 1 “+"-'. 

' ' I — f I — t 

Si Ton substituecettederni^sreformulek I’^quation (i4)> laformule(io) 
donnera 

(23) ir(a + /i) — ir(fl) = 1(a) 4- l(a 4-1)4-... + !(« + «— 0 


et, par suite, 

( 34 ) =a(a-4-i)...(a-l-« — i), 


ce qui est exact. On arriverait encore k la mfeme conclusion en snbsti- 
tuant r^quation (21) a la formule (16 j. Dans le cas particulier oil Ton 
pose /i = I, la formule (24) r6duite k 


(25) 


r(a H- r) 

"IW"-" 


coincide avec la formule (i5) du paragraphe HI. 

Si Ton divise par i — los deux membres de la formule (21), ou, 
ce qui revient au m^me, si Ton multiplie par 

i — t“ 


les deux membres de la formule (18), on en conclura 


(36) 


la ^«+-l la-hn—l 

I — I — ‘ ‘ I — j — C 


Si maintenant on substitue cette derniisre formule a I’^quation (iG), 
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la formula (17) donnera 

attendu que le coefficient de l(/t), dans le second membre, sera equi 
valent k la somme des termes de la progression arithm^tique 


a I a-t-i I a-h n — r i 

— , . . . , 


/2 2 n 


n 


par cons6quent a 


/aa — 1\ I 

/I ) = a ; 

\ an / 2’ 


et I’on trouvera par suite 


(28) 


\n/ \ n / \ n J __ (a^r) ^ 

r(<a) “ «_1 


Au reste, pour obtenir imm6diatement la formule (27), sans etrc 
oblige de recourir k la sommatiou d’une progression arithmetique, il 

J 

suffit d’observer qu’on tire de la formula (28), en y remplagantrpar/". 


(29) 


a rr-t-l — 1 ti 



Or, si Ton substitue I’dquation (29)k laformule (16), I’dquation (17) 
sfi rdduira prdcisdment k la formula (27). 

Lorsque, dans r6quation (28), on remplace a par nx, on retrouve la 


formule 

(3o) 


r(^)r(x+i)...r(a:+^) 

r(«ir) ni'-; 


quej’ai d6montr6e d'une autre manifere dans le second Volume des 
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Exercices de Mathematiques (')} Gt qui a ct4 decouverte par M. Gauss. 

Lorsque dans la formule (i4) ou (i5) on remplace t par 0 d 6 si- 
gnant un nombre quelconque, I’effet produit est le menae que si Ics 
exposanls 

a, 6 , e, a, 6 , 7 , A, 4', 

se trouvaient remplac 6 s par les exposants 

aS, 60, c 0 , .... a 0 , 60, •/ 0 , /i 0 , A' 0 , 

II suit de cette seule observation que chacune des formules (i5), ( 17 ) 
continue gen 6 ralement de subsister quand on y fait varier simultane- 
ment chacun des exposants 

a, b, c, .... a, 6 , y, k, k, ... 

dans un rapport donn 6 0. Done la formule (i 4 )entrainenon seulement 
I’equation (i5), mais encore la suivante : 

I =Hl(0A) + K.I{0A)+..._A^^-i)l(0a)-B(| -i)l(06)-..., 

et pareillement la formule ( 16 ) entraine non seulement Tequation ( 17 ), 
mais encore la suivante : 

(32) A 1 r + B 1 r +. . . = I ( 27 :)- H 1 ( 0/0 - K 1 (6k) -... 

Au reste, pour s’assurer que I’^quation (3i) coincide avec I’equa- 
tion (i5), et I’^qualion (32) avec I’^quation (i 4 ), il suffit d’observer 

(‘) QEuvres de Caxichy, S. II, T. VII, p. 121 . La dSmonslration que fourxiissent, pour 
la formule (3o), les priucipes g6n6ranx ci-dessus exposes, se rapproche beaucoup de 
celle que M. Lejeune-Dirichlet a domi4e dans le Journal de M. Crelle. 
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qu’on tire de la formule (i 4 )» en y posant / = i , 


(33) 


H+K+.,.=a(2-,)+b(|-,)4-...; 


et de la formule (i 6 ), en d 6 veloppant les deux membres suivant les 
puissances de i — z, non seulement 


(34) 


ABC 

a b y ’ 


mais encore, eu 6 gard k I’^quation (34), 


(35) 




Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que toute equa- 
tion lineaire qui subsiste cntre diverses valeurs de ir(n) entraineune 
autre equation lineaire entre les valeurs correspondanles de la func- 
tion xs(n) liee k ir(ft), comme on I’a vu dans le paragraphe III, 
par la formule 


(36) 


1 r(rt) = ^/j— 0 I(«) — n — ■^l(air) 4- Hr(n). 


Ainsi,en particulier, eu egard a ccttedernikre formule, I’equation (iG) 
cntrainera non seulement les Equations ( 17 ) et (Sa), mais encore les 
suivantes : 

(37) AT^(2)H-B®(|)-h...= A^4-B|+...-Hl(/0-Kl(A')-... 

(38) A®(^)-(-Bra(|)+...= A^4-B|4-...-HI(0/O-Kl(0A)-... 
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